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第 二 版 序 


第 一 版 “ 序 ” 仍 在 ， 然 “ 序 ” 的 作者 张 允 中 教授 和 初版 审 校 者 冯 麟 保教 授 均 
已 不 幸 离 世 ， 而 我 本 人 亦 已 年 近 老 孝 ， 垂 垂 老 八 .我 的 学 生 费 保 俊 教 授 有 意 助 我 
状 旧 纳 新 出 一 个 新 版 ,感谢 黄 超 光 研究 员 对 新 版 提出 的 修改 意见 ， 在 陆 埃 院士 、 
李 惕 碚 院士 和 科学 出 版 社 的 大 力 支持 和 协助 下 ， 本 书 第 二 版 才 得 以 间 世 . 


x] 过 
2007 年 12 月 
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刘 辽 先生 是 我 国 知名 的 物理 学 教授 , 在 相对 论 方面 的 造 诺 颇 深 ， 一 九 八 三 年 
LA, 我 有 过 参加 在 南京 师范 学 院 举 办 的 “相对 论 讨论 会 "” 刘 先生 在 会 上 讲学 ， 
并 印发 了 一 份 《狭义 相对 论 》 讲 义 ， 我 也 把 我 写 的 有 关 狭 义 相对 论 的 文章 拿 给 刘 
先生 审阅 .在 讨论 中 我 们 深切 感到 ,由 我 国 自己 培养 的 物理 学 工作 者 ,在 相对 论 
领域 著 书 立 说 , 对 于 发 展 我 国 的 基础 理论 研究 工作 ,是 十 分 必要 的 ， 共同 的 理想 
和 信念 , 促使 我 们 愉快 合作 ， 当 即 商定 以 刘 先 生 的 讲义 为 基础 ,编写 一 本 《狭义 
相对 论 》 我 们 定 下 的 宗旨 是 要 有 自己 的 特色 : 第 一 , RAR, 简明 扼要 . 第 
二 ,把 概念 讲 透 , 特别 在 相对 论 的 历史 背景 、 洛 伦 兹 变换 的 意义 以 及 相对 论 时 空 
WAH. 作 重点 论述 .第 三 , 把 研究 方法 交代 清楚 ， 因 而 有 必要 利用 张 量 作为 工 
R, 来 展开 相对 论 电学 和 相对 论 力 学 的 主要 内 容 ， 至 于 本 书 的 实际 内 容 是 否 体 现 
了 这 一 宗旨 ， 尚 有 符 读 者 检验 . 

书稿 几经 修改 与 补充 ， 在 去 年 完稿 以 后 刘 先 生 即 赴 美 做 研究 工作 ， 这 篇 序言 
就 只 好 由 我 独 目 抱 刀 了 . 在 这 里 ,我 们 由 庄 地 感谢 冯 麟 保教 授 , 他 仔细 地 审阅 了 
书稿 , 提出 了 许多 极为 有 益 的 意见 和 建议 .另外 ， 本 书 难免 还 有 错误 或 不 妥 之 
处 ， 敬 请 同行 赐教 . 


张 允 中 
1986 年 5 月 
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在 当代 , “相对论 ”已 经 是 一 个 家 喻 户 晓 的 名 词 了 . 如 果 我 们 问 相对 论 的 基 
本 精神 是 什么 ? 不 少 人 大 概 会 这 样 回答 : 一 根 棒 的 长 短 和 一 座 钟 的 快慢 是 相对 
的 ， 不 同 运动 状态 的 观测 者 ， 测 量 同 一 根 棒 的 长 度 和 同一 座 钟 的 快慢 是 不 同 的 ， 
这 就 是 相对 论 . 

然而 ， 我 们 要 着 重 指出 ， 虽 然 相 对 论 确实 告诉 我 们 棒 的 长 短 和 钟 的 快慢 是 相 
对 的 , 但 是 相对 论 的 基本 精神 却 是 认为 一 切 真 实 的 物理 规律 应 当 具 有 绝对 性 ， 或 
者 说 一 切 真 实 的 物理 规律 不 应 当 因为 观测 者 采用 了 不 同 运动 状态 的 参照 系 而 有 所 
不 同 。 用 数学 术语 来 说 ， 相 对 论断 言 : 一 切 真 实 的 物理 规律 在 一 定 种 类 的 时 空 坐 
标 变 换 下 ， 其 数学 形式 应 当 不 变 ， 亦 即 具 有 某 种 协 变 性 . 

为 了 测定 物体 在 空间 的 位 置 以 及 它 的 大 小 ， 必 须 采用 一 根 标准 尺 来 度量 ， 标 
准 尺 可 以 是 任意 约定 的 刚体 ， 为 了 测定 物体 运动 所 经 历时 间 的 久 暂 ,必须 采 用 一 
坐标 准 钟 来 度量 ， 标 准 钟 可 以 是 任意 约定 的 物体 的 运动 或 变化 ， 为 了 方便 起 见 ， 
一 般 都 采用 周期 运动 。 上 述 物理 度量 若 用 数学 语言 来 表述 ， 就 是 采用 一 定 的 空间 
坐标 和 时 间 坐 标 来 对 物体 的 位 置 、 大 小 、 运 动 和 变化 来 进行 描述 . 

经 典 物理 学 认为 空间 和 时 间 是 独立 无 关 的 .相对 论 否 定 了 这 种 直觉 的 经 验 观 
念 ，1908 年 闵可夫 斯 基 把 空间 和 时 间 构 成 的 四 维 集合 叫做 “世界 ”， 后 人 遂 把 四 
维 时 空 叫做 闵可夫 斯 基 时 空 . 

时 空 坐标 系 是 参考 系 的 数学 表示 .原则 上 ， 任 何 物 体 均 可 以 用 作 参 考 系 ， 不 
过 宇宙 中 的 物体 受到 多 种 作用 ， 它 的 机 械 运动 是 十 分 复杂 的 . 有 时 在 一 段 时 间 
A, 它 受 到 的 各 种 作用 极 微弱 ， 以 至 于 认为 它 是 自由 的 . 这 种 自由 质点 的 机 械 运 
动 是 最 简单 的 ， 它 做 惯性 运动 ， 用 自由 质点 做 参照 物 所 建立 的 时 空 坐标 系 就 是 惯 
性 系 ， 原 则 上 说 ， 自 由 质点 是 无 限 多 的 ， 而 且 它 们 之 间 也 没有 相互 作用 ， 所 以 字 
宙 \ 中 可 能 的 惯性 系 是 无 限 多 的 ,它们 之 间 互 相 作 惯性 运动 ， 站 在 某 一 惯性 系 上 观 
测 , 另外 的 惯性 系 〈 或 者 自由 质点 ) 做 匀速 直线 运动 . 

显然 , 惯性 系 是 一 种 理想 的 坐标 系 ， 因 为 物质 间 至 少 存在 着 引力 作用 . 只 有 
当 某 一 质点 离开 其 他 物体 非常 遥远 时 ， 它 才 有 资格 充当 惯性 系 . 这 样 一 来 , 惯性 
原理 实在 含有 循环 论证 的 漏洞 .因为 确定 质点 是 否 很 孤立 ， 需 要 观测 它 是 否 做 惯 
性 运动 ; 而 是 否 做 惯性 运动 又 以 它 是 否 很 孤立 为 前 提 . 说 到 底 , 惯性 系 是 个 定义 
问题 ， 不 过 深入 讨论 惯性 系 的 意义 不 是 我 们 的 任务 ， 在 这 里 只 指出 , 在 局 部 范围 
和 一 段 时 间 内 ， 惯 性 系 的 确 是 具有 实际 意义 的 最 简单 的 时 空 坐标 系 . 
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惯性 运动 在 时 空 图 上 的 世界 线 是 直线 ， 在 四 维 时 空中 做 直线 运动 的 质点 群 ， 
构造 成 一 群 互相 等 价 的 惯性 系 群 ， 在 狭义 相对 论 中 ,就 采用 惯性 坐标 系 , 它们 之 
间 的 时 空 坐标 变换 就 是 洛 伦 兹 变换 .在 广义 相对 论 中 , 采用 任意 参照 物 , 它们 之 
间 的 变换 是 广义 坐标 变换 . 

以 电磁 现象 为 例 ， 我 们 知道 , 地 球 带 着 我 们 的 实验 室 在 其 公转 轨道 上 以 每 小 
时 约 十 万 七 千 公 里 〈 大 约 九 十 倍 声速 》 的 巨大 速度 运动 着 ， 地 球 在 夏季 和 冬季 的 
运动 方向 恰好 相反 ,可 以 近似 看 作 处 在 相互 做 匀速 直线 运动 的 两 个 惯性 系 中 . 假 
如 电磁 规律 因 观 测 者 所 在 的 惯性 系 不 同 而 异 , 我 们 又 怎么 可 能 发 现 经 受 住 实践 考 
验 的 电磁 规律 一 一 麦克 斯 韦 方 程 组 呢 ? 

由 此 可 见 , 任何 一 个 物理 学 规律 之 所 以 能 被 人 类 发 现 , 或 者 说 它 配 称 为 规 
E, 正 是 由 于 它 在 某 种 时 空 坐标 变换 下 具有 某 种 不 变性 , 亦 即 具 有 绝对 性 .可 以 
这 样 说 , 没有 不 变性 就 没有 物理 现象 的 规律 性 ， 相 对 论 就 是 研究 物理 规律 在 某 种 
时 空 坐标 变换 下 的 不 变性 或 协 变性 的 学 科 . 

爱 因 斯 坦 和 英 费 尔 德 在 《物理 学 的 进化 》 一 书 中 谈 到 :“ 相 对 论 的 兴起 …… 
是 由 于 旧 理 论 中 严重 的 深刻 的 矛盾 已 经 无 法 避免 了 . ”相对 论 并 不 是 某 个 人 或 者 
某 几 个 天 才学 者 的 自由 创造 .大 家 知道 ,从 光 的 波动 理论 建立 初期 开始 到 1905 
年 为 止 , 物理 学 家 对 “以 太 ” 探 寻 了 将 近 两 个 世纪 之 久 ， 正 是 在 许多 物理 学 家 长 
期 工作 的 基础 之 上 , 伟大 的 物理 学 家 爱 因 斯 坦 才 最 终 创 立 了 相对 论 . 

在 1905 年 以 前 , 经 典 电动 力学 有 两 个 重要 问题 尚未 解决 ， 第 一 个 问题 是 , 电 
磁 波 究竟 只 是 某 种 弹性 介质 的 运动 形式 呢 ? 抑或 它 本 身 就 是 某 种 运动 实体 ? 以 太 
论 者 认为 电磁 波 应 该 是 名 为 “以 太 ” 的 某 种 弹性 介质 的 运动 形式 ， 从 1678 年 开 
始 的 对 以 太 的 探寻 是 导致 发 现 狭义 相对 论 的 原因 之 一 ， 第 二 个 问题 是 , 麦克斯韦 
电动 力学 规律 在 不 同 惯性 系 中 是 否 同样 成 立 ? 就 是 说 尽管 物理 现象 具有 相对 性 ， 
物理 规律 是 否 应 当 具 有 绝对 性 ? 对 于 这 个 问题 的 探索 是 导致 发 现 狭义 相对 论 的 原 
因 之 二 . 

最 容易 被 人 们 接受 的 常识 往往 并 不 一 定 就 是 真理 ， 而 真理 又 往往 离开 常识 较 
远 ， 相 对 论 就 是 这 样 的 ， 为 了 使 读者 容易 接受 , 我 们 先 迁 就 常识 ,看 看 遵循 常识 
所 能 接受 的 牛顿 力学 究竟 能 够 走 到 多 远 ， 我们 最 终 会 发 现 牛顿 时 空 观 和 牛顿 力学 
的 破绽 ， 而 唯一 的 出 路 就 是 接受 相对 论 . 

狭义 相对 论 和 量子 论 是 20 世纪 初 物理 学 理论 基础 的 两 大 革命 ， 前 者 大 大 改 
变 了 我 们 的 时 空 观 , 而 后 者 则 使 我 们 开始 认识 到 物质 的 微观 结构 ， 从 20 世纪 20 
年 代 末 开始 , 狭义 相对 论 和 量子 论 相 结合 又 产生 了 相对 论 量子 力学 和 量子 场 论 . 
迄今 为 止 , 它们 一 直 是 我 们 探寻 微观 世界 物理 规律 的 强 有 力 工具 . 
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绝对 的 、 真 正 的 数学 的 时 间 ， 由 其 特性 决定 ,自身 均匀 地 流 首 ,与 一 
切 外 界 事物 无 关 …… 绝 对 空间 :其 自身 特性 与 一 切 外 界 事物 无 关 ， 处 处 
均匀 ， 永 不 移动 . 


一 一 牛顿 《自然 哲学 的 数学 原理 》 


第 1 章 经 典 时 空 观 及 其 危机 
1 经 典 物理 的 时 空 观 


时 间 和 空间 是 物质 的 基本 属性 , 也 是 认识 论 中 最 根本 的 概念 之 一 . 如 果 我 们 
仔细 分 析 一 下 这 两 个 概念 就 会 发 现 , 时 间 概 念 来 自 事物 运动 变化 的 顺序 性 ;空间 
概念 则 来 自 物质 实体 的 广 延 性 . 显然 ,没有 物质 的 存在 ， 就 不 会 有 抽象 的 位 置 排 
列 .运动 和 变化 , 时 间 和 空间 两 个 概念 也 就 失去 它们 存在 的 前 担 了. 

可 是 20 世纪 以 前 的 经 典 物理 学 (牛顿 力学 ) 却 认为 时 间 和 空间 与 运动 着 的 物 
质 没 有 任何 联系 , 它们 是 先 验 地 存在 于 人 的 意识 之 中 的 . 只 是 在 建立 了 相对 论 以 
Ja» 人们 才 认 识 到 时 间 和 空间 与 运动 着 的 物质 密切 相关 . 

经 典 时 空 观 首先 由 牛顿 明确 提出 ,牛顿 在 他 的 名 著 《 自 然 暂 学 的 数学 原理 ) 一 
书 中 ,对 绝对 时 间 和 绝对 空间 作 了 明确 的 表述 ( 见 本 章 “ 题 记 ”) ,因此 又 叫做 牛顿 时 
空 观 . 所 谓 绝对 ,是 指 时 间 和 空间 与 观测 者 的 运动 状态 无 关 . 实际 上 ,绝对 时 空 观 是 
人 们 在 低速 状态 下 的 经 验 总 结 . 例如 我 国 唐 代 大 诗人 李白 的 著名 诗句 :“ 夫 天 地 者 ， 
万 物 之 逆 旅 ;光阴 者 ,百代 之 过 客 ”, 就 是 对 绝对 空间 和 绝对 时 间 的 形象 比喻 . 


1.1 伽利略 变换 


以 自由 质点 为 参照 物 所 定义 的 惯性 坐标 系 , 仅仅 要 求 时 间 和 空间 构成 四 维 连 
续 域 , 并 没有 先 验 地 认定 时 间 和 空间 是 否 存 在 着 联系 . 以 经 典 时 空 观 为 前 提 , 亦 
即 认为 时 间 空 间 独 立 无 关 , 反映 不 同 惯性 系 之 
间 变 换 关 系 的 公式 ， 是 所 谓 伽利略 变换 . 

如 图 1. 1 所 示 , 设 S 和 S' 是 两 个 惯性 坐标 
系 , 取 zz 和 zz' 轴 沿 两 者 的 相对 速度 v 方向 , 而 
且 在 开始 时 ,两 坐标 系 的 原点 重合 . 每 个 坐标 
系 中 均 备 有 完全 相同 的 标准 尺 和 完全 同步 的 标 
准 钟 . 又 设 开 始 时 , 两 个 标准 钟 均 校 准 为 零 . 牛 图 1.1 HHA SHS 的 坐标 设置 


wee 狭义 相对 论 


顿 力学 告诉 我 们 ， 上 述 两 个 时 空 坐标 系 之 间 应 当 存 在 如 下 的 变换 关系 : 
x = T7 U, 
y=»); 
t =t, 


这 就 是 著名 的 伽利略 变换 . 由 此 可 得 伽利略 速度 变换 . 
u, = u,— Vs 
k = Uys (1.2) 


u =u— v. (1. 2’) 


(1. 1) 


或 者 写成 天 量 形式 : 


式 中 


分 别 表示 粒子 在 S 和 S 中 的 速度 ,不 同 于 惯性 系 的 相对 速度 vw. 
伽利略 变换 虽然 通俗 易 懂 ， 却 包含 着 深 先 的 物理 含义 . 
首先 ,从 (1.1) 式 的 最 后 一 个 等 式 立即 得 到 
Al = At = ts — t. (1. 3) 
这 个 结果 说 明 只 要 预先 把 S 和 S' 系 中 的 两 个 标准 钟 调整 同步 , 并 且 保 证 机 件 不 失 
灵 的 话 ( 这 只 是 一 个 技术 问题 , 原则 上 总 是 可 以 办 到 的 ), 那么 牛顿 力学 以 及 我 们 
的 常识 都 确信 :不 同 的 惯性 系 可 以 有 一 个 共同 的 时 间 度 量 标准 ,时 钟 的 快慢 或 时 间 
过 程 的 久 暂 , 与 惯性 系 的 选择 无 关 , 也 和 被 研究 的 物体 的 匀速 运动 状态 无 关 . 对 
于 一 个 非 惯 性 系 来 说 , 在 任意 一 个 无 限 小 时 间 内 , 都 可 以 看 成 是 一 个 特定 速度 
v(t) 的 惯性 系 . 那么 ， 上 述 结果 意味 着 ,时间 和 空间 坐标 系 的 任意 选择 或 者 和 物 
体 的 运动 状态 无 关 , 时 间 是 绝对 的 . 
再 看 空间 的 度量 . 设 在 z 轴 上 有 两 点 ,它们 在 S 系 中 的 坐标 是 z; Mz, ES’ 
系 中 的 坐标 是 zx’ 和 zs. 根据 (1.1) 和 (1. 3) 式 
T =Z, — ws T = T — Us 
相 减 得 
he = Rey Ae SAP = 0. (1. 4) 
这 个 结果 说 明 只 要 S 和:S“ 系 中 的 标准 尺 完全 相同 , 并 且 保 证 不 受 外 界 条 件 影响 的 
话 ( 这 也 是 一 个 技术 问题 ， 原 则 上 总 可 以 办 到 ), 那么 牛顿 力学 和 我 们 的 常识 确 
信 :不同 的 惯性 系 可 以 有 一 个 共同 的 空间 度量 标准 ,标准 尺 的 长 度 或 者 物体 所 占据 
空间 的 大 小 ， 和 惯性 系 的 选择 无 关 ， 也 和 物体 的 匀速 运动 状态 无 关 . 基于 同样 的 
考虑 , 长 度 的 度量 和 坐标 系 的 任意 选择 无 关 ,， 也 和 物体 的 任意 运动 无 关 , 因而 空 
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间 也 是 绝对 的 . 

绝对 的 时 间 .空间 和 伽利略 变换 是 水 乳 交 融 的 . 由 绝对 时 空 观 得 到 的 伽利略 变 
换 式 ， 反 过 来 也 可 以 看 作 绝对 时 间 、 空 间 的 定义 . 也 就 是 说 , 伽利略 变换 是 绝对 时 
空 观 的 数学 表述 . 


1.2 伽利略 相对 性 原理 


大 家 知道 ,经 典 力学 仅 在 惯性 系 中 才 成 立 . 
地 面 坐 标 系 对 于 地 面 上 大 多 数 力学 现象 而 言 ， 可 以 近似 地 看 做 是 “不 错 ? 的 惯 
性 系 (忽略 惯性 离心 力 和 科 里 奥 利 力 效 应 的 话 ), 但 是 对 于 天 文 现象 来 说 , 它 就 是 
一 个 很 “糟糕 ”的 惯性 系 了 . 哥 白 尼 的 伟大 贡献 就 在 于 他 指明 了 在 描绘 天 体 运动 方 
面 ， 日 心 坐 标 系 才 是 一 个 比较 好 的 惯性 系 .事实 上 , 太阳 也 以 大 约 每 秒 钟 二 百 五 
十 公里 的 巨大 速度 绕 银河 系 中 心 公 转 . 天 文学 上 往往 认为 与 全 体 恒 星 的 平均 位 置 
相对 静止 的 坐标 系 才 是 较 理 想 的 惯性 系 . 但 是 严格 说 来 , 恒星 之 间 也 有 相对 运动 . 
20 世纪 以 前 的 物理 学 家 于 是 假定 宇宙 间 存 在 一 个 “绝对 静止 的 原始 惯性 系 ”， 牛 
顿 力学 对 于 它 才 是 绝对 正确 的 . 
但 是 牛顿 力学 毕竟 是 居住 在 地 球 上 的 人 类 发 现 的 . 我 们 自然 要 问 , 何以 处 在 
相对 于 原始 惯性 系 以 如 此 巨大 速度 运动 着 的 地 球 上 , 竟 能 发 现 牛顿 定律 呢 ? 
1632 年 伽利略 首先 通过 实验 观察 指出 ， 相 对 于 原始 惯性 系 做 匀速 直线 运动 
的 任 一 坐标 系 ( 即 惯性 系 ), 力学 规律 是 完全 相同 的 . 这 就 是 伽利略 相对 性 原理 或 
力学 相对 性 原理 . 更 明确 地 说 ,在 傣 利 略 变 换 下 ,牛顿 运动 定律 的 形式 不 变 . 
RE S 系 中 牛顿 运动 定律 的 形式 为 
F=m dx 
de’ 
由 伽利略 速度 变换 (1. 2) 式 可 以 得 出 加 速度 不 变 : 
dx d’x 
yt = ae (1.5) 
至 于 质量 m, 则 可 用 同一 个 弹簧 来 度量 , 设 弹簧 的 弹性 系数 为 &, 伸 长 为 Ax， 此 弹 
性 力 使 待 测 质量 的 物体 产生 加 速度 . 若 测 得 加 速度 大 小 为 a, 则 物体 的 质量 为 
F _ kôz 


a a 
这 样 一 来 , 质量 的 度量 就 化 为 加 速度 和 长 度 的 度量 ,由 (1.4) 和 (1.5) 式 可 知 长 度 
和 加 速度 与 惯性 系 无 关 , 那么 质量 就 是 不 变量 了 , Bl m =m. TÆR 


一 m 一 了 了. (1. 6) 


可 见 在 S 系 中 牛顿 运动 定律 具有 和 S 系 完全 相同 的 形式 . 
我 们 约定 ,如 果 某 一 物理 规律 在 伽利略 变换 下 形式 不 变 ( 协 变性 )， 就 说 此 物 


eae 狭义 相对 论 


FEILER MAKAT HERE. 正 是 由 于 力学 现象 服从 伽利略 相对 性 原理 ， 以 及 
对 于 某 些 力学 现象 而 言 ， 地 球 可 以 近似 地 认为 是 惯性 系 , 才 使 得 我 们 有 可 能 在 地 
球 上 发 现 牛 顿 力学 规律 . 
总 之 ， 我 们 分析 了 20 世纪 以 前 的 力学 , 可 以 得 到 如 下 两 条 结论 : 
(1) 牛顿 力学 的 时 空 观 是 绝对 时 空 观 ; 
(2) 牛顿 力学 服从 伽利略 相对 性 原理 . 
在 20 世纪 以 前 , 物理 学 家 们 已 经 意识 到 任何 一 个 真实 的 物理 理论 都 应 当 满 
足 一 个 必要 条 件 , 这 就 是 在 一 切 惯性 系 中 ,该 理论 所 描述 的 自然 规律 的 数学 形式 
应 当 完 全 相同 . 通常 我 们 把 满足 这 种 要 求 的 理论 叫做 服从 相对 性 原理 . 由 于 力学 的 
成 功 以 及 了 疗 于 经 验 , 人 们 往往 想当然 地 认为 满足 伽利略 不 变性 和 服从 相对 性 原理 
是 等 同 的 . 其 实 两 者 是 有 区 别 的 . 相对 性 原理 是 对 各 种 物理 定律 的 总 的 要 求 , 它 体 
现 着 自然 理论 的 客观 性 和 普 适 性 . 至 于 规律 的 不 变性 则 依赖 于 具体 的 时 空 坐 标 变 
换 ;不 同 的 时 空 坐标 结构 , 满足 相对 性 原理 的 具体 变换 形式 亦 不 同 . 只 有 爱 因 斯 坦 
敏锐 地 揭示 了 两 者 的 区 别 . 
既然 20 世纪 以 前 的 物理 学 家 把 人 利 略 不 变性 和 相对 性 原理 等 同 起 来 , 因而 
认为 牛顿 力学 是 符合 相对 性 原理 的 . 人 们 自然 要 问 :麦克 斯 韦 的 电磁 理论 也 符合 相 
对 性 原理 吗 ? 经 典 物理 学 家 对 于 这 个 问题 的 回答 是 去 考察 它 是 否 满足 伽利略 不 
变性 . 
WHE S 系 真空 中 的 电磁 现象 服从 麦克 斯 韦 电动 力学 . 我 们 知道 ,电磁 矢 势 A 
和 标 势 p 表示 的 真空 电磁 场 方程 为 
va—1 FA _o, 
c at 
2 130: 
V aaa z 
这 是 一 组 波动 方程 ,表明 电磁 波 在 真空 中 的 传播 速度 为 
1 
Eo Ho 
式 中 so FA peo 是 由 实验 决定 的 真空 电容 率 和 磁 导 率 , 均 为 常 值 . 
由 俩 利 略 速度 变换 (1. 2) 式 ,得 S' 系 的 真空 中 光速 应 该 是 
c =c, (1. 8) 
可 见 在 SAR, 光速 c 不 再 由 e。 和 /mm 所 决定 . 这 说 明 在 S 系 中 电磁 现象 不 再 服 
从 麦 氏 电动 力学 . 20 世纪 以 前 的 经 典 物理 学 认为 伽利略 变换 以 及 由 它 导 出 的 经 典 
速度 变换 是 不 容 怀疑 的 . 因此 他 们 把 麦 氏 电动 力学 在 伽利略 变换 下 并 非 形式 不 变 
看 成 是 麦 氏 电 动力 学 不 符合 相对 性 原理 的 有 力 证 据 . 
这 样 一 来 ,似乎 麦 氏 电动 力学 便 没 有 绝对 性 了 : 它 仅 在 某 一 特殊 惯性 系 中 才 


一 0, 
C 


= 2.997 924 85 X 10:m/s, (1.7) 


c = 
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成 立 . 换 名 话说 ,只 有 在 某 一 特殊 惯性 系 中 , 真空 中 的 光速 才 是 c. 那么 ,这 个 特殊 
惯性 系 是 什么 呢 ? 于 是 人 们 不 得 不 求助 于 以 太 假说 . 


1.3 WAR 


以 太 的 观念 是 在 古 希 腊 形 成 的 ,当时 人 们 想像 空间 弥漫 着 某 种 介质 , 称 作 ” 以 
太 ”, 相 当 于 我 国 古代 元 气 说 中 的 “ 气 ” 真正 明确 赋予 以 太 物 理 意 义 的 是 法 国 数学 
和 物理 学 家 笛 卡 儿 . 在 17 世纪 , 笛 卡 此 为 了 否定 牛顿 力学 的 超 距 作用 ,认为 物体 间 
的 相互 作用 (例如 万 有 引力 ) 是 通过 以 太 这 种 介质 传播 的 . 但 是 ,用 他 提出 的 以 太 观 
念 解释 物理 现象 时 ,暴露 出 许多 矛盾 ,不 能 自圆其说 ,并 且 和 牛顿 力学 在 各 个 领域 获 
得 了 巨大 成 功 ,以 太 假说 没有 被 人 们 接受 . 
直到 19 世纪 ,人 们 一 致 认为 光 是 由 极 小 的 微粒 组 成 的 , 即 牛顿 的 微粒 说 . 随 着 
对 电磁 现象 的 深入 研究 ,又 提出 了 光 的 波动 说 . SEVER ZE 1918 年 用 光 的 波动 说 解 
释 光 行 差 现 象 时 ,再 次 引信 了 以 太 的 观念 . 当时 人 们 认为 和 所 有 机 械 波 一 样 ,光波 
的 传播 也 需要 有 介质 一 一 就 是 所 谓 的 光 以 太 , 当 赫 效 证 明光 是 电磁 波 后 , 光 以 太 和 
电磁 以 太 就 统一 起 来 了 . 光波 需要 借助 于 以 太 传 播 , 在 绝对 静止 以 太 中 真空 的 光 
REF c. 若 在 以 太 中 浸入 某 个 相对 于 以 太 绝 对 静止 的 介质 , 则 在 其 中 光速 等 于 c/ 
n(n 是 介质 的 折射 率 ). 于 是 绝对 静止 的 以 太 就 充当 了 特殊 惯性 系 的 角色 . 
实际 上 , 地 球 上 的 测量 仪器 总 是 处 于 地 球 的 大 气 层 介质 之 内 ， 所 以 在 测量 光 
速 以 便 探 索 以 太 的 存在 之 前 , 必须 首先 回答 相对 于 绝对 静止 以 太 运 动 的 介质 中 的 
光速 是 多 少 , 这 就 牵涉 运动 介质 和 以 太 之 间 的 关系 .在 19 世纪 曾经 提出 过 三 种 假 
说 (实际 上 也 就 是 三 种 可 能 )， 即 
(a) 介质 完全 不 拖 动 以 太 说 ; 
Cb) 介质 完全 拖 动 以 太 说 (斯 托 克 斯 ,1845); 
Cc) 介质 部 分 拖 动 以 太 说 ( 非 涅 尔 ,1818). 
详细 讨论 如 下 : 
在 图 1.2 中 ,S 代表 绝对 静止 的 以 太 ,S 代表 以 速度 v 相对 于 S 运动 的 介质 ， 
斜 线 代表 被 拖 动 的 以 太 . 
图 1. 2(a) 表 示 介 质 完全 不 拖 动 以 太 ,， 以 太 永远 静止 . 前 面 已 经 说 过 ， 当 介质 
相对 于 以 太 静 止 时 , 光 在 其 中 的 速度 是 c/n, WE S 中 静止 介质 中 的 光速 是 
oe (1.'9) 
今 介 质 相 对 于 以 太 的 速度 是 w， 由 (1. 8) 式 知 光 在 S' 系 中 的 速度 是 
co = fv. (1. 10) 


n 


图 1. 2(b) 表 示 介 质 完全 拖 动 以 太 . 在 S 系 中 以 太 和 介质 相对 静止 , 光 在 SR 


0 狭义 相对 论 


(c) 介质 部 分 拖 动 以 太 
图 1.2 三 种 以 太 假说 示意 图 


中 的 速度 是 
Cs £L, (1.11) 
n 
在 S 系 中 的 速度 则 是 
Cs = a (1. 12) 
图 1. 2(c) 表 示 以 太 被 运动 介质 部 分 拖 动 ,相对 于 S 的 速度 为 wo(0<a<1)，,a 
AY Be Bs RI. 因 光 在 运动 介质 的 速度 等 于 c/n, 故 光 在 S 系 中 的 速度 是 
cs 一 十 av， (1. 13) 
在 S' 系 中 的 速度 则 是 


Ce ao (ae, (1.14) 
究竟 哪 一 种 说 法 正确 或 者 都 不 正确 , 唯 有 通过 实验 来 加 以 检验 . 


2 几 个 重要 的 经 典 实验 


如 果 宇 宙 中 真 的 布 满 了 绝对 静止 的 以 太 , 那么 地 球 就 相当 于 在 以 太 海 中 航 
行 . 我 们 略 去 地 球 的 自转 ， 只 计 公 转速 度 ( 前 者 只 及 后 者 的 百 分 之 一 ) ,打算 通过 地 
面 实验 来 判定 地 面 介 质 究竟 是 完全 拖 动 .还 是 完全 不 拖 动 .抑或 部 分 地 拖 动 以 太 . 
证 实 了 任意 一 种 学 说 , 无 疑 也 就 证 实 了 以 太 的 存在 . 

实验 可 以 分 为 两 类 :第 一 类 是 一 阶 效应 实验 ， 其 结果 与 v/c 的 一 次 方 成 正比 ， 
例如 和 霍 克 实验 和 非 佐 实验 . 第 二 类 是 二 阶 效应 实验 , 其 结果 与 v/c 的 二 次 方 成 正 
比 , 例如 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 和 特 鲁 顿 - 诺 伯 尔 实验 .下面 分 别 介绍 这 四 个 实验 . 
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2.1 BRR 


霍 克 实验 的 目的 是 测定 地 球 相 对 于 以 太 的 绝对 速度 (Hoek M, 1868). 

如 图 2.1, 光源 S 发 出 的 光 经 半 透 
明镜 PP 分 成 透射 光 (1) (图 中 实 线 ) 和 反 
射 光 (2) (图 中 虚线 ). 两 束 光 经 反射 镜 
反射 , 最 后 在 照相 底片 Q 上 形成 干涉 
像 . 在 光路 AB 段 上 放置 一 个 长 为 7 的 管 
F, 管内 充 以 折射 率 为 n 的 透明 介质 . 整 
个 装置 放置 得 使 AB 管 与 地 球 的 公转 速 
度 v 相 平 行 . 实验 中 将 装置 转动 180 , W 
看 干涉 条 纹 的 移动 数 ， 以 此 求 出 地 球 的 
绝对 速度 . 两 束 光 仅 在 介质 AB 和 真空 
段 CD 两 段 所 需 时 间 不 等 ， 其 他 线段 完 
全 相同 , 故我 们 只 求 两 束 光 在 这 两 段 的 图 2.1 震 克 实验 
时 间 差 . 

按照 完全 拖 动 说 的 (1. 12) 式 , 光线 1 和 2 所 用 时 间 分 别 为 


t, = 和 Te 
二 者 的 时 间 差 为 
27 27 
c? a x TT 


转动 180" 以 后 ， 于 涉 条 纹 移 动 数 ， 
AN = 2y(t, — i) ao A (2.1) 


A 
式 中 v,4 是 光波 的 频率 和 波长 . 
按照 完全 不 拖 动 说 的 (1. 10) 式 ,光线 1 和 2 所 用 时 间 及 其 二 者 差 值 分 别 为 


i Nae Sae 
h me ee 
l — l 
m ry 


t, = 


1 
(c/n):—w er 


转动 180 以 后 ,干涉 条 纹 移 动 数 : 


t, — t = 2to( 


8s 狭义 相对 论 


AN ees Bin n (2. 2) 
A yc 


按照 部 分 拖 动 说 的 (1. 14) 式 , 光线 1 和 2 所 用 时 间 及 其 二 者 差 值 分 别 为 


l 


= l 
eT TET e 


sp Pe Wie Pa LEA 
人 
cs ED Sad Pee ee ee 
fz n= ep a Re | 
a P —@) — 1). 
转动 180" 以 后 ,干涉 条 纹 移动 数 : 
AN~ e PEA]. (2.3) 


不 管 按 哪 种 以 太 假 说 , 条 纹 的 移动 都 应 当 和 v/c 成 正比 . 但 是 实验 结果 却 未 
发 现任 何 条 纹 移动 . 这 个 结果 只 能 解释 为 , 在 v/c 的 一 阶 精度 内 否定 了 完全 拖 动 
说 和 完全 不 拖 动 说 , 但 并 不 排除 部 分 拖 动 说 . 如 果 令 拖 电 系数 
“一 1 一 元 (2. 4) 
则 (2. 3) 式 的 AN 自然 为 零 ， 当 然 也 就 不 会 出 现 条 纹 的 移动 了 . 
总 之 , 霍 克 实验 说 明 , 在 v/c 一 阶 精 度 内 ， 地 球 的 绝对 速度 对 实验 结果 无 影 
响 ， 和 地 球 处 于 绝对 静止 时 的 情况 一 样 . 可 以 认为 在 v/c 的 一 阶 精度 内 地 球 是 绝 
对 静止 的 . 


2.2 斐 佐 实验 


斐 佐 实验 的 目的 是 确定 在 绝对 静止 的 地 面 上 运动 介质 对 以 太 的 影响 ,其 装置 
和 霍 克 实验 类 似 (Fizeau H, 1859). 

如 图 2. 2 Bras, Æ ABCD 段 放 置 通 有 流水 的 管子 ,AB 和 CD 两 辟 总 长 为 /， 
流水 速度 为 x. 由 图 可 见 , 在 管 中 光 线 1( 实 线 ) 逆 流传 播 ， 光线 2 〈 虚 线 ) 顺 流传 
播 . 下 面 求 两 束 光 的 时 间 差 . 我 们 已 经 知道 , 霍 克 实验 否定 了 完全 拖 动 说 和 完全 不 
拖 动 说 . 按照 部 分 拖 动 说 流水 应 当 部 分 拖 动 以 太 . 又 根据 霍 克 实验 认为 地 球 绝对 静 
Jk, 因而 以 太 对 地 面 观测 者 的 速度 为 au. 

光线 1 是 逆流 传播 . 光 对 以 太 的 速度 是 c/n, 以 太 对 观察 者 的 速度 是 ou, WA 
方向 相反 ， 因 而 在 地 面 实验 室 坐标 系 ( 静 止 系 ) 中 的 传播 时 间 为 


ty 


同 理 得 光线 2 在 水 中 的 传播 时 间 


a ee 
(c/n) — au’ 


第 1 章 经 典 时 空 观 及 其 危机 。 9 。 


图 2.2 AKE 


a l 
2 = C/n) Fant’ ; 
两 束 光 的 时 间 差 是 
Zlu 
a (c/n)? =a" 22 


实验 时 令 水 流 反 向 , 则 条 纹 移动 数 应 为 
AN = u(t, h) ~& e E 


A j (c/n)? — ev 
按照 霍 克 实验 的 结果 , 将 拖 忠 系数 代 人 后 得 到 


tu (ne —1), (2.5) 
ELEN FA AD HE OW L= 148. 7cm, u = 705. 9cm/s, n= 1.33, 黄 光 波长 4= 
5. 26X10 cm. 理论 计算 和 实验 观测 值 分 别 为 
AN neo = 0- 2022, ANege = 0-23; 

两 者 符合 的 很 好 . 这 表示 斐 估 实验 以 v/c 的 一 阶 精 度 再 次 肯定 了 部 分 拖 动 说 并 证 
实 了 (2. 4) 式 . 

但 是 考虑 到 折射 率 和 波长 有 关 , a 也 将 是 光波 波长 的 函数 ， 其 结论 只 能 是 不 
同 波 长 的 光 对 应 着 不 同 的 以 太 . 我 们 根本 无 法 断定 究竟 相对 于 哪 种 以 太 的 参考 系 
才 是 电动 力学 严格 成 立 的 参考 系 . BR, 部 分 拖 动 说 并 没有 使 以 太 论 摆脱 困境 . 


2.3 RARER 
不 管 怎样 ， 以 上 两 个 实验 总 算 证 实 了 在 w/c 的 一 阶 精度 内 地 球 的 绝对 速度 对 


tit 


AN = 


= 1G 狭义 相对 论 


实验 无 影响 ,介质 在 以 太 运动 时 应 当 部 分 拖 动 以 太 , 且 拖 上 中 系数 a 二 1 一 1/mw. 由 
于 地 球 大 气 的 折射 率 几 乎 就 是 1， 因 而 地 球 大 气 层 应 不 拖 动 以 太 ， 地 球 相 对 于 静 
止 以 太 必 有 相对 速度 . 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 的 目的 就 是 测定 地 球 在 绝对 静止 以 太 中 
的 绝对 速度 (Michelson A A, Morley E W, 1887). | 

实验 装置 如 图 2. 3. 光线 被 半 透 明镜 PP 分 成 两 束 光 , 它们 再 分 别 被 距离 都 是 / 
的 两 个 反射 镜 M 和 M, 折 回 , 在 屏 Q 上 形成 干涉 条 纹 . 令 吕 是 地 球 公转 速度 , 近 
似 等 于 地 球 在 静止 以 太 中 的 速度 . 实验 时 先 令 光线 (1)( 实 线 ) 平行 于 v, 在 PM, 
段 光 相对 于 地 球 的 速度 是 c 一 v, 而 在 返回 的 M, P 段 速 度 是 c 十 wv. 所 以 光线 1 往 


re ae ee E 
c 一 ctv c 人 


a ar 式 中 B= v/c. 光线 (2) (HER) EF v. 光 在 静止 
A 以 太 中 的 绝对 速度 是 c, 实验 室 系 的 牵连 速度 是 


v, 根据 经 典 速度 合成 法 则 ， 光 相对 于 实验 室 系 
的 速度 是 Vc 一 v ,所 以 光线 (2) 所 用 时 间 为 
21 21 
t = ~ Z +Ë), 


两 束 光线 的 时 间 差 为 
At, = 4 — t, = Lg, 

| 现在 使 仪器 绕 铅 直 轴 转动 90", 两 束 光 刚好 
图 2 3 EE RE 交换 位 置 ,时 间 差 为 


At, = t, — t 一 一 Lg ， 
结果 条 纹 的 移动 数 应 当 是 
AN = VAh — At, =~ Sp", (2. 6) 
1887 年 迈克 耳 孙 和 和 莫 雷 实验 所 用 的 数据 为 :A 二 5890 X10 m,/=11m, v= 
3X10°m/s. 理论 期 望 值 和 实际 测量 值 分 别 为 
AN meo = 0.40， ANa <0. 01, 


二 者 绝 不 符合 . 这 个 实验 以 后 又 重复 了 多 次 ,从 1887~1930 年 至 少 做 了 12 次 ,每 
一 次 的 结果 都 是 否定 的 . 


2.4” 特 鲁 顿 - 诺 伯 尔 实验 


1903 年 , 特 鲁 顿 和 诺 伯 尔 试图 测定 地 球 的 绝对 速度 ,设计 了 著名 的 特 鲁 顿 - 诺 
伯 尔 实验 (Trouton F T, Noble H R, 1903). 
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图 2.4 特 鲁 顿 - 诺 伯 尔 实验 


如 图 2. 4, 在 地 面 上 用 悬 丝 悬 挂 两 个 相距 为 > 的 金属 球 , 球 上 带 等 量 而 异 号 
的 电荷 . 电荷 随同 地 球 在 以 太 中 运动 , 速度 为 w， 方 向 和 连 杆 成 0 角 . 两 个 运动 电 
荷 除去 相互 的 库仑 力 之 外 , 还 有 洛 伦 效力 的 作用 . 十 g 在 一 g 处 产生 的 磁感应 强 
度 为 
B= wan 
方向 垂直 向 下 . 一 g 受到 的 洛 伦 兹 力 的 绝对 值 是 
pane 
同 理 ， 十 g 亦 受 到 一 大 小 相等 但 方向 相反 的 力 ， 因 而 双 电 和 荷 系统 受到 一 个 力 偶 
作用 
“csin20/ v \" 
M = Frcos@é = = sl (a) ; 
在 此 力 偶 作用 下 系统 将 扭转 . 实际 的 实验 装置 是 采用 荷 电 的 平板 电容 器 , 代替 荷 
电 金 属 球 . 结果 未 发 现任 何 转动 , 即 M=0, 实测 值 和 理论 预期 值 再 次 不 符 . 1926 
年 ,Tomaschek 和 Chase 将 实验 进行 了 改进 ,但 仍然 得 到 零 结果 (Tomaschek B, 
1926; Chase C T, 1926). 
综合 以 上 四 个 实验 , 我 们 发 现 所 有 一 阶 效应 实验 都 肯定 部 分 拖 动 说 . 如 有 果 部 
分 拖 动 说 是 对 的 , 那么 拖 电 系 数 a=1—-1/n’, 按 此 , 地 面 实验 室 应 当 完 全 不 拖 动 
以 太 (n 守 1) 而 所 有 二 阶 效应 实验 的 零 结 果 又 要 求 地 面 实验 室 应 当 完 全 拖 动 以 太 ， 
因为 只 有 当 实 验 室 和 以 太 之 间 没 有 相对 速度 的 时 候 (B8 二 0), 才能 解释 迈克 耳 孙 实 


(2. 7) 


C 
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验 和 特 鲁 顿 实验 的 零 结 果 . 结果 是 所 有 的 v/c 的 一 阶 效应 实验 和 二 阶 效应 实验 彼 
KFE. 但 是 这 两 类 实验 的 精确 性 是 无 可 怀疑 的 ,问题 显然 是 根据 以 太 论 所 得 到 
BETO REE AA IS. 正 是 以 太 论 引导 我 们 走 人 了 绝境 ,唯一 的 出 路 是 从 根本 上 
修改 或 抛弃 以 太 论 . 


要 想 从 理论 上 解决 前 述 实 验 上 的 矛盾 , 需要 弄 清楚 光源 、 光 \ 以 太 和 观测 者 四 
者 之 间 的 关系 . 在 20 世纪 初期 提出 过 两 种 理论 , 试图 解释 迈克 耳 孙 实验 的 零 
结果 . 


3.1 洛 伦 兹 的 收缩 理论 


洛 伦 兹 在 1895 年 提出 的 收缩 理论 认为 (Lorentz H A,1892，1895 ,1904) : 

(a) 宇宙 中 弥漫 着 一 种 绝对 静止 \ 完 全 不 被 拖 动 的 以 太 ( 以 太 参考 系 ); 

(b) 真空 中 光 对 以 太 的 速度 恒 为 c; 

Co) 承认 绝对 时 空 观 ,伽利略 变换 是 正确 的 . 

实质 上 ,这 种 理论 认为 麦 氏 电动 力学 不 符合 相对 性 原理 ， 因 为 根据 伽利略 变 
换 ， 对 于 不 同 的 惯性 系 而 言 ， 真 空中 的 光速 不 恒 为 <. 

为 了 解释 迈克 耳 孙 实验 的 零 结果 ， 洛 伦 兹 进一步 假设 :在 绝对 静止 以 太 中 运 
动 的 物体 (例如 介质 、 仪 器 等 ), 由 于 内 部 所 发 生 的 真实 的 物理 变化 (可 以 用 洛 伦 兹 
电子 论 阐明 ), 在 运动 方向 将 出 现 洛 伦 兹 收缩 . 设 物体 在 以 太 中 的 静止 长 度 是 L, 
则 由 于 运动 发 生 收缩 后 的 长 度 是 

l= lvV1i—p. (3. 1) 
在 迈克 耳 孙 实验 中 (参见 图 2.3), 由 于 臂 长 收缩 的 缘故 ,光线 (1) 传 播 的 时 间 将 是 
2l 1 2l, 1 
Inge ime 
和 光线 (2) 所 需 的 时 间 t。 相同 . 转动 90" 以 后 ， 当 然 不 会 出 现 条 纹 的 移动 . 

这 样 一 来 , 虽然 实质 上 电动 力学 不 符合 相对 性 原理 , 可 是 由 于 运动 长 度 的 缩 
短 ， 人 们 便 无 法 测量 出 不 同 惯性 系 的 真空 光速 和 c 有 什么 差别 ,因而 在 表 观 上 电 
动力 学 是 符合 相对 性 原理 的 . 正 是 从 这 里 出 发 , 使 得 洛 伦 兹 早 在 相对 论 诞生 之 前 
的 1904 年 ,就 得 到 了 洛 伦 兹 变换 公式 

一) x = pew. (3. 2) 
遗憾 的 是 ,他 并 没有 认识 到 此 式 的 物理 意义 ,他 认为 式 中 的 上 并 没有 实际 意义 ,只 
是 为 了 对 运动 物体 进行 计算 时 使 麦克 斯 韦 方程 简化 的 一 种 数学 技巧 ,并 称 作 所 请 


> 
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“地 方 时 间 ”; 而 式 中 的 1 才 是 “真实 时 间 ” 一 一 以 太 参 考 系 中 观测 到 的 时 间 , 具 有 实 
际 的 物理 意义 . 直到 爱 因 斯 坦 建 立 起 相对 论 后 , 洛 伦 效 变换 的 物理 意义 才 彻 底 清 
FE 这 个 问题 对 洛 伦 兹 来 说 ,不 能 不 说 是 一 大 憾事 . 

洛 伦 兹 理论 是 不 正确 的 ,因为 它 遇 到 了 以 下 的 困难 ; 

首先 , 洛 伦 兹 电子 论 的 局 限 性 . 洛 伦 兹 假设 物体 由 荷 电 粒子 组 成 . 当 物 体 在 以 
太 中 运动 时 , 的 确 可 以 按照 电磁 理论 导出 收缩 公式 来 . 不 过 电磁 力 并 非 物 质 内 部 
唯一 起 作用 的 力 . 一 个 由 非 电 磁力 构成 的 体系 如 原子 核 .电子 所 发 生 的 洛 伦 效 收 缩 
就 不 是 洛 伦 兹 电子 论 所 能 解释 得 了 的 . 

另外 , 洛 伦 兹 电子 论 和 肯尼迪 - 桑 代 克 实 验 相 矛 盾 . 1932 年 肯尼迪 和 桑 代 克 用 
不 等 臂 干涉 仪 进一步 否定 了 洛 伦 效 理论 (Kennedy R J, Thorndike E M, 1932). 
在 迈克 耳 孙 实验 中 精确 说 来 需要 考虑 地 球 的 自转 ,公转 以 及 太阳 系 的 运动 . 设 某 时 
刻 仪器 在 以 太 海中 的 绝对 速度 是 v 

u = B= | Vy + Ve Von|. 

在 24 小 时 内 , 太阳 系 的 速度 矢量 ws 以 及 地 球 公 转速 度 矢 量 we 不 会 发 生 显著 变 
化 , 但 是 自转 速度 wu 的 方向 会 发 生 很 大 变化 , 特别 是 12 小 时 以 后 自转 速度 方向 
与 原来 相反 ,因此 仪器 的 绝对 速度 发 生日 变化 . i = cf. 又 在 6 个 月 以 
后 , 公转 速度 方向 与 原来 相反 ,此 时 仪器 绝对 速度 是 ==cf. 

参见 图 2. 3， 设 水 平 臂 长 i。， 因 收缩 变 为 二 Lov1 一 B ;垂直 辟 长 为 ly, A 
收缩 =la. 光 沿 两 臂 传播 的 时 间 差 为 

OP em eee 
ee I 6 fine 
a no 
经 12 小 时 后 ,8 变 为 8 (或 经 6 个 月 以 后 变 为 8), 第 一 辟 转 到 和 初速 度 方向 垂直 ， 
不 收缩 二 = 二 Li, 第 二 辟 和 速度 平行 ,收缩 为 ls 二 lw/ 1 一 5 ,这 时 的 时 间 差 为 
ay ahd 
¢ yig < 1= B’ 
2 
- Aa (lig — lo). 
这 两 个 时 间 差 不 相等 , 故 应 当 有 条 纹 移动 : 
AN = (Ať — At)= ra fe gg — fr). 


但 实验 结果 仍然 是 否定 的 . 


/ / / 
At=t,—t, = 
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3.2 里 兹 的 发 射 理论 


里 效 在 1908 年 提出 了 一 个 发 射 理论 , 它 是 在 相对 论 诞生 之 后 提出 来 的 ,由 于 
在 当时 有 一 定 影响 ,我们 也 作 一 简单 分 析 (Ritz W, 1908a, 1908b, 1908c). 该 理论 
WA: 

(a) 根本 不 存在 以 太 ; 

(b) 真空 中 光 对 光源 的 速度 恒 为 c; 

Cc) 承认 绝对 时 空 观 ,伽利略 变换 是 正确 的 . 

在 里 效 理论 中 , 不 论 光 源 速 度 如 何 , 光 对 光源 的 速度 恒 为 c. 这 实质 是 假设 光 是 光 
源 发 射出 来 的 ,， 并 不 需要 借助 于 以 太 介 质 来 传播 ,好 像 机 枪 发 射 子弹 一 样 . 故 对 于 
不 同 惯性 系 的 观测 者 而 言 , 真空 中 电磁 波 的 速度 不 恒 为 ce. 再 加 上 保留 伽利略 变 
H, 这 就 从 根本 上 否认 了 麦 氏 电动 力学 的 协 变 性 ( 指 伯 利 略 协 变 性 ) ,为 此 必须 修 
改 麦 氏 电动 力学 . 

里 效 理论 可 以 解释 迈克 耳 孙 实验 的 零 结果 . 在 迈克 耳 孙 干涉 仪 中 ,光源 对 仪 
器 是 静止 的 . 根据 里 效 的 假设 (b), 两 束 光 的 速度 一 样 ,没有 时 间 差 ,自然 不 会 有 
条 纹 的 移动 . 

里 效 理 论 也 遇 到 难以 克服 的 困难 . 

(1) 承认 光 传 播 的 超 距 作 用 . 按照 里 效 假设 (b), 光源 的 随意 运动 必 使 得 传播 
出 去 的 光 随 之 做 同时 的 改变 . 这 显然 是 超 距 作用 . 

(2) 不 符合 德 西 特 的 双星 观测 . 所 谓 “ 双 星 ”, 是 两 颗 星 体 围 绕 它 们 的 共同 质心 
运动 . 根据 里 效 假设 (b) 和 (c) ,双星 发 射 的 光速 相对 于 地 球 说 来 说 应 当 是 ch, v 
是 双星 之 一 相对 于 地 球 的 速度 , 当 星体 向 着 (或 背离 ) 地 球 运动 时 ,& 一 十 1( 或 有 一 
一 1) ,但 德 西 特 观测 的 结果 得 出 二 0. 002, 后 来 有 人 又 进一步 得 到 &<10“. 观测 
结果 说 明光 速 与 光源 的 速度 无 关 ， 因而 否定 了 里 效 假设 . 另外 ,现代 的 实验 已 经 证 
HA k<10 °(De Sitter W,1913;Zurhellen W,1914; Brecher K,1977). 

(3) 和 米 勒 实验 矛盾 . 米 勒 于 1933 年 利用 太阳 光源 作 迈 克 和 耳 孙 实验 ,太阳 相 
对 于 地 球 有 运动 ,按照 里 效 理论 应 当 得 到 干涉 条 纹 的 移动 ,实验 经 人 分 析 是 否定 
的 CMiller D C,1933;Shankland R S et al., 1955). 


3.3 上 庞 加 莱 对 相对 论 的 贡献 


综合 前 面 几 节 的 讨论 ,我 们 可 以 看 出 ,以 太 假 说 已 经 陷 人 了 深刻 的 危机 ,彻底 
抛弃 以 太 已 经 是 势 在 必 行 . 然而 ,要 改变 人 们 认为 "天经地义 ”的 经 典 时 空 观念 并 不 
是 一 件 容易 的 事 . 无 论 是 洛 伦 兹 理论 还 是 里 效 理论 ,都 认为 伽利略 变换 是 正确 的 . 
特别 是 洛 伦 兹 ,尽管 已 经 导出 了 洛 伦 效 变换 , 却 不 认为 此 式 应 该 取代 伽利略 变换 . 
值得 一 提 的 是 著名 的 法 国 数学 家 和 物理 学 家 庞 加 莱 . 


第 1 章 经 典 时 空 观 及 其 危机 。15 。 


(1) 庞 加 菜 认 为 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 以 及 其 他 相关 实验 的 零 结果 , 实 际 上 证 明 
了 “绝对 运动 不 可 能 是 自然 界 的 普遍 规律 ”, 因 为 作为 相对 性 原理 的 要 求 ,观测 者 不 
可 能 知道 自己 是 静止 或 运动 着 . 所 以 一 切 寻 找 绝对 参考 系 的 努力 都 不 可 能 成 功 . 

(2) 当时 他 已 经 意识 到 洛 伦 兹 变换 所 包含 的 深刻 含义 ,认识 到 参考 系 在 数学 
描述 上 的 等 价 性 实际 上 就 意味 着 相对 性 原理 的 正确 性 ,而 不 必 相 信和 存在 一 个 特殊 
的 参考 系 . 他 进一步 提出 , 洛 伦 效 变换 加 上 空间 转动 和 时 空 平移 变换 的 集合 构成 一 
个 群 , 这 就 是 我 们 现在 常用 的 庞 加 莱 变 换 群 . 

(3) 他 还 认为 “应 该 建立 一 个 全 新 的 力学 ,在 这 个 力学 中 ,惯性 将 随 着 速度 而 
增 大 ,而 光速 将 变 成 不 可 逾越 的 极限 ”. 

虽然 这 些 观 点 与 相对 论 一 致 ,但 是 , 庞 加 芋 坚 持 认 为 存在 绝对 静止 的 以 太 , 并 
始终 没有 承认 相对 论 (Poincaré H,1904,1905,1906). 

可 以 说 , 洛 伦 兹 和 庞 加 莱 两 人 已 经 走 到 相对 论 的 边缘 ,一 只 脚 已 经 迈进 了 相对 
论 的 门槛 ,但 完成 这 一 划时代 突破 却 是 伟大 的 德国 物理 学 家 爱 因 斯 坦 . 


在 力学 方程 成 立 的 一 切 坐 标 系 中 ,对 于 电动 力学 和 光学 的 定律 都 同 
样 适用 ,我 们 要 把 这 个 猜想 提升 为 公设 ,并 且 还 要 引入 另 一 条 在 表面 上 看 
来 同 它 不 相 容 的 公设 : 光 在 空虚 空间 里 总 是 以 一 确定 的 速度 传播 着 ,这 迷 
度 同 发 射 体 的 运动 状态 无 关 . 


一 一 爱 因 斯 坦 《 论 运动 物体 的 电动 力学 》 
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爱 因 斯 坦 分 析 了 以 太 假 说 的 矛盾 解释 ,断然 否定 了 以 太 的 存在 ,并 认为 迈克 耳 
孙 实 验 的 零 结果 , 说 明 真 空中 光 对 观测 者 的 速度 与 其 传播 方向 无 关 , MEX c 这 
样 一 来 , 不 论 用 什么 光源 都 不 会 引起 干涉 条 纹 的 移动 . 不 仅 如 此 ， 这 个 重要 实验 
的 深刻 意义 还 在 于 它 表明 麦克 斯 书 电动 力学 是 符合 相对 性 原理 的 ， 亦 即 无 法 通过 
电磁 学 实验 来 区 分 不 同 的 惯性 系 . 爱 因 斯 坦 第 一 个 敏锐 地 察觉 到 “麦克 斯 韦 电 动力 
学 符合 相对 性 原理 ”和 “麦克 斯 书场 方程 在 伽利略 变换 下 为 不 变 式 ” 并 不 等 价 . 他 选 
择 了 一 条 正确 的 道路 , 亦 即 不 去 修改 麦克 斯 韦 电 动力 学 , 而 是 重新 审查 绝对 时 空 
观 和 与 之 相 适 应 的 伽利略 时 空 坐标 变换 关系 . 一 名 话 , 修改 牛顿 力学 . 

1905 年 , 爱 因 斯 坦 在 著名 的 《 论 运动 物体 的 电动 力学 ) 一 文中 首次 提出 了 本 章 
题记 的 论断 ,概括 出 下 述 两 条 原理 ， 并 据 此 建立 了 新 的 理论 一 一 狭义 相对 论 (Ein- 
stein A, 1905a). l 

(1) 狭义 相对 性 原理 :任何 真实 的 物理 规律 在 所 有 惯性 系 中 应 形式 不 变 . 或 者 
说 , 一 切 惯性 系 都 是 平权 的 、 不 可 分 辨 的 . 可 以 看 出 ,狭义 相 对 性 原理 是 伽利略 相 
对 性 原理 的 推广 ,实质 上 是 肯定 了 在 所 有 惯性 系 中 ,不 仅仅 是 力学 规律 而 是 所 有 的 
物理 规律 的 绝对 性 , 

这 条 原理 理所当然 地 否定 了 宇宙 \ 中 存在 着 一 个 优越 的 所 谓 绝 对 静止 的 原始 惯 
性 系 , 虽然 如 此 , 它 却 肯定 了 宇宙 中 应 当 存 在 着 一 群 优越 的 坐标 系 ， 即 全 部 惯性 
系 .只 有 以 后 发 展 起 来 的 广义 相对 论 才 彻底 否定 了 任何 坐标 系 的 优越 性 ， 从 而 在 
任何 坐标 系 中 肯定 了 物理 规律 的 绝对 性 ,但 是 这 时 却 需 要 考虑 引力 场 的 作用 . 

(2) 光速 不 变 原 理 : 任 意 一 个 惯性 系 中 的 观测 者 所 测 得 的 真空 中 光速 恒 为 <. 

这 条 原理 实质 上 说 明 麦 克 斯 书 电动 力学 在 一 切 惯 性 系 中 的 形式 不 变性 ， 亦 即 
肯定 了 麦克 斯 书 电动 力学 的 正确 性 和 绝对 性 . 需要 修改 的 不 是 麦克 斯 韦 电 动力 学 
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而 是 牛顿 力学 . 为 什么 需要 修改 的 不 是 电动 力学 而 恰恰 是 牛顿 力学 呢 ? 这 并 不 奇 
怪 . 真空 中 电磁 波 的 传播 速度 只 有 一 个 唯一 的 速度 ， 就 是 c. 地 球 上 测 得 的 值 ， 只 
能 是 这 个 自然 界 中 普 适 的 常数 . 在 客观 世界 中 不 存在 什么 低速 光 近 似 下 的 电磁 波 
理论 . 所 以 早 在 狭义 相对 论 被 发 现 以 前 ， 人 们 就 得 到 了 正确 的 麦克 斯 韦 方 程 . 牛顿 
力学 则 不 然 , 人 们 经 常 接触 的 力学 现象 是 远 小 于 光速 的 速度 ,由 此 总 结 出 来 的 力 
学 规律 也 就 是 在 低速 形式 下 的 力学 规律 一 一 牛顿 力学 ,所 以 在 高 速 情况 下 必须 修 
改 它 . 

有 两 点 必须 指出 :第 一 ,这 两 条 原理 是 互相 独立 的 ,就 是 说 不 可 能 从 一 条 原理 
直接 导出 另 一 条 原理 . 当然 ,如 果 我 们 另外 假定 麦克 斯 韦 方 程 是 正确 的 并 认为 它 服 
从 狭义 相对 性 原理 , 是 可 以 导出 光速 不 变 原 理 的 . 第 二 ,这 两 条 原理 在 狭义 相对 论 
中 是 作为 公理 提出 来 的 , 它们 不 能 为 逻辑 所 证 明 ， 只 能 由 实验 来 验证 . SAIL, 
所 有 的 实验 都 是 支持 这 两 条 原理 的 . 

为 了 看 清 狭 义 相 对 论 基 本 原理 的 数学 意义 ,首先 定义 一 个 重要 概念 一 一 事件 : 
它 是 指 在 上 时 刻 .(Cz,y,z) 处 发 生 某 件 事 ,一 般 将 时 间 和 空间 坐标 合 在 一 起 表示 为 
P(,z,y,z). 事实 上 ,这 个 概念 是 从 我 们 生活 中 使 用 的 同一 名 词 提炼 出 来 的 ,我 们 
说 某 月 某 日 在 某 地 发 生 一 起 “事件 ”, 就 必须 指出 它 的 时 间 和 地 点 . 

对 于 任意 的 两 个 事件 Po (to ,zo s Yor zo) FA PC, x,y,z) ,其 时 间 间 隔 和 空间 间 
隔 分 别 为 

At = t~ tys 
Al = [ (rn) 十 (yy) +z az) T. 
根据 绝对 时 空 观 , 这 两 个 间隔 分 别 都 是 绝对 的 , 即 两 个 观察 者 S 和 S 测量 的 时 间 
间隔 和 空间 间 隅 分 别 相同 
MSN ALSA 
但 在 相对 论 中 ,空间 和 时 间 是 相互 关联 的 . 我 们 构造 两 个 事件 的 时 间 间 隔 A 与 空 
间 间 隔 AZ 的 平方 差 


As’ = c At? — (Ar + Ay’ + Az’). (4.1) 
如 果 取 事件 P, 的 时 空 坐标 为 (0,0,0,0), 则 (4. 1) 式 变 成 
$ = erlt ty +2’). (4. 2) 


这 里 定义 的 As 或 就 称 作 时 空间 隔 ( 简 称 间隔 ). 它 是 相对 论 中 非常 重要 的 物 
理 量 . 

我 们 之 所 以 强调 事件 和 时 空间 隔 的 概念 ,是 因为 它们 将 时 间 和 空间 联系 成 一 
个 整体 . 在 本 质 上 讲 , 这 两 个 概念 是 从 经 典 物 理 到 相对 论 时 空 理论 的 重要 转折 ! 

下 面 我 们 根据 爱 因 斯 坦 的 两 条 基本 原理 来 证 明 ,对 相互 作 匀 速 运 动 的 两 个 观 
察 者 S 和 S ,测量 两 事件 的 时 间 间 隔 和 空间 间隔 一 般 不 相同 ,而 时 空间 隔 却 相同 ， 
即 As 一 As“, 这 与 经 典 时 空 观 是 完全 不 相同 的 . 
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考察 在 开始 时 刻 (一 上 一 0), 自 重合 的 原点 OCOD 发 出 的 一 个 光 信和 号. 按照 光 
速 不 变 原理 , 光 在 两 个 系统 中 的 波 阵 面 方程 : 
f = erle ty +2’) =0, 
s’? = Pet’ — l? ty? +2”) =0 
应 同时 成 立 . 即 
5S) a E (4. 3) 
这 实际 上 是 光速 不 变 原 理 的 数学 表述 . 因此 任意 事件 对 在 两 个 坐标 系 中 的 间隔 ? 
和 s” 之 间 应 当 有 如 下 形式 的 一 般 关 系 : 
s? = kv) (CS ya ， 
其 中 Cv) AC) A v HRR. 只 有 这 才能 保证 光 信 号 的 间隔 同时 为 0. 
按照 狭义 相对 性 原理 , 惯性 系 S 和 S' 应 该 是 平权 的 ;相对 于 S 做 匀速 直线 运 
动 的 物体 ， 相对 于 S' 亦 应 做 匀速 直线 运动 . 保持 匀速 直线 运动 方程 形式 不 变 的 变 
换 只 能 是 线性 变换 ( 详 见 附录 A). 而 线性 变换 要 求 指 数 肾 数 X(v) 二 1, 所 以 有 
s? = k(v)s’, 
HF SAS 是 平权 的 ,交换 S$ 和 S 后 应 有 
sv =k(v)s’, 
代 和 前 一 式 可 知 RCo) = 1, BR ERE RE COLES 9 节 ), 故 
k(v) = 1. 
这 样 间隔 * 和 s 的 关系 为 


于 是 我 们 得 到 
f = ét — lt ty Hz) = inv. (ABH). (4. 4) 
对 于 任意 两 个 相 邻 事件 ,如 果 它 们 的 时 空间 隔 相 差 无 穷 小 , 即 Po (to sTo s Yo» zo) A 
P(t) tdt, x, +dz, y, +dy,z +dz) ,一 般 地 有 
ds’? = êd — (dz? + dy’ + dz’) = inv.. (4.5) 
此 即 ( 时 空 ) 间 隔 不 变性 , 它 是 爱 因 斯 坦 两 个 基本 原理 的 数学 表述 . 


5 洛 伦 效 变换 
5.1 洛 伦 兹 时 空 变换 


下 面 求 图 1. 1 所 示 两 个 惯性 系 之 间 具 体 的 坐标 变换 . 
首先 研究 y 和 > 坐标 的 变换 . 为 此 考虑 S 系 的 y 平面 , 即 > 一 a. 由 空间 的 均 
匀 性 ,知道 S 系 的 平面 在 S$ 系 中 亦 必 是 平面 , 即 y 二 a .在 一 般 情况 下 , 平面 的 两 
个 坐标 之 间 的 关系 应 该 是 
a’ = K(v)a. 
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根据 狭义 相对 性 原理 ,交换 SAIS’ 的 记号 , 还 应 该 有 

a= Kla, 
故 K o=. 又 因为 y 和 yy 的 方向 相同 , Re Ma 符号 相同 . 最 后 得 y 坐标 的 关 
系 为 


A 


y =y. 
同 理 求 得 坐标 的 关系 : 
z — 2 
接 下 来 根据 间隔 不 变性 求 x 和 上 的 变换 关系 . 根据 上 两 式 ,(4. 4) 式 成 为 
ota =r sz. (a) 


因为 线性 变换 保持 二 次 齐 式 不 变 , 上 式 说 明 r Ae REE x ot 的 线性 函数 , 假设 其 
形式 为 
t = ayt tag xs (b) 
z = apt tans, (c) 
其 中 的 变换 系数 ao ,aol ,… 均 为 常 值 . 将 它们 代入 (a) 式 ,得 
vet = (ca ta rt (a) —ca)t + Caoa — C7 Ap, Ag at » 


由 于 yt 的 任意 性 ,比较 两 边 系数 得 到 


Ca tai, =1, (d) 
A194] — c'do Aoo =a 0, (e) 
a, —Ca, =—c’. ({) 


A, 在 S 系 中 测 得 S' 系 的 原点 x 三 0 以 速度 vv 运动 ,此 原点 在 S 系 中 的 坐 
pte x = vt ARAOR 


Ay =— Va}. (g) 
HORACE) A DRIAE a1 ,利用 符号 B=0/c, AR 
pai — aawo = 0, (h) 
Fa 一 ao =—1. (i) 
由 (d) ,(h) 和 (0D 三 式 即 可 求 得 
Bin ed =+y, an =Y. 


如 果 要 求 变换 不 改变 时 间 的 方向 , 则 aoo > 0. 如 果 还 要 求 变换 不 改变 z 轴 的 正方 
向 (如 图 1.1), 则 ca 之 0. 由 此 即 可 解 得 另外 两 个 变换 系数 : 


yu 


aio 5 YV, do 一 一 >: 
c 


综合 上 面 的 结果 ,将 变换 系数 写成 矩阵 形式 : 
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y 一 yu/c 0 0 

0 0 
Aw) = ap 7 7 i (5.1) 

0 0 10 

0 0 wi 


式 中 的 下 标 wy 一 0,1,2,3 是 矩阵 的 行 和 列 的 标号 ,对 应 于 坐标 tr yz HRA 
了 惯用 的 符号 : 


1 v 
Y= > = s (5. 2) 
T 
于 是 有 
= Iai 
x = yl(xr— vt), (5.3) 
y =y, 
z =e, 


这 就 是 著名 的 特殊 洛 伦 效 变 换 , 简 称 洛 伦 兹 变换 . 

已 知事 件 在 S 系 的 时 空 坐 标 , 通过 (5. 1) 式 就 可 以 求 得 事件 在 S' 系 的 时 空 坐 
标 . 反 过 来 , 已 知事 件 在 S' 系 的 时 空 坐标 , 欲求 其 在 S 系 的 坐标 ， 只 需求 (5. DA 
的 逆 变 换 即 可 ， 其 结果 是 


t 一 yet ee) ’ 


r= 7Y(zr +t), (5. 4) 


可 见 洛 伦 兹 逆 变 换 仍 然 是 一 个 速度 参量 为 一 v 的 洛 伦 兹 变换 . 

洛 伦 效 变 换 的 最 重要 意义 是 否定 了 绝对 时 间 和 绝对 空间 观念 . 时 间 和 空间 不 
再 是 彼此 独立 无 关 的 ,它们 通过 (5. 3) 式 紧密 联系 着 , 并 且 还 和 惯性 系 的 具体 特 
性 一 一 速度 vw 有关. 我 们 将 在 以 后 几 节 逐步 说 明 . 

比较 伽利略 变换 (1. 1) 式 和 洛 伦 兹 变换 (5. 3) 式 , 即 可 看 出 两 者 的 差别 很 大 . 虽 
然 如 此 ， 两 者 仍然 有 一 定 的 联系 . 如 果 S 和 S' 之 间 的 相对 速度 远 小 于 光速 即 8<< 
1, 则 (5. 3) 式 即 过 渡 为 (1. DR. 在 这 个 意义 上 , 我 们 说 洛 伦 兹 变换 包含 了 伽利略 
变换 ,后 者 是 前 者 当 B->0 时 的 极限 . 


5.2 洛 伦 兹 速度 变换 


既然 仰 利 略 时 空 变 换 不 再 成 立 ， 作 为 其 推论 的 伽利略 速度 变换 式 也 月 然 失 
效 ， 必须 代 之 以 相对 论 速 度 变换 式 . 
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设 运动 质点 相对 于 S KAS’ 系 的 速度 分 别 是 (uw wou) PCU, uu) Ki 
(5. 3) 式 后 三 式 求 得 的 微分 dz ,dy ,dz 除 以 第 一 式 的 微分 dz， 稍 加 整理 后 即 得 
je SEO 
cane 1—u,v/c’ f 


u 


”二 一 一 一 一 一 一 ， 5. 5 
my y¥(1—u,v/c’) ee) 
u, = EEE E 
= y¥Q—u,v/c’) 
HERA 
u, +u 
4. = > pn 
= 1+ ulo/c? 
uy (5. 6) 
u, = 一 一 一 一 一 ， 
”  ¥(_t+ulv/c?) 
u, 
u, = 一 一 一 和 一 一. 
=  y(Qt+ulv/c) 
上 两 式 即 为 洛 伦 兹 速度 变换 . 


不 难 验证 , 洛 伦 兹 速度 变换 保证 光速 不 变 . 设 在 S 系 中 沿 z 轴 方 向 发 射 一 个 
HME u, =c, WEERA A 
PE a 
= 1+æ/ë ` 
就 是 说 在 S 系 中 测量 光 讯 号 的 速度 仍然 是 c, 这 正 是 我 们 所 预期 的 . 
洛 伦 兹 速度 变换 在 极 坐 标 {u,90) 下 的 表达 式 也 是 很 实用 的 . 设 质点 的 速度 在 S 
和 S 中 的 速度 分 别 为 (u,9) 和 (Cw ,9), 其 中 ,wu 是 速度 大 小 ,89.9 是 速度 与 + (x ) 
轴 的 夹 角 , 即 有 


2 u 
u = yu +u tut, cosh = =, 


u 
u = Vu +u? +u’, cos = E 
由 (5.5) 和 (5. 6) 式 ,可 得 洛 伦 兹 速度 变换 的 极 坐标 表示 为 


(5.7) 
cot = y(cots—esc8). 
如 果 定 义 
V = S 3, y = 1 


Vl—u’/c : 
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式 (5.7) 的 第 一 式 可 以 写成 
y= xsl1 me =), 

该 式 在 一 些 复 杂 运 算 中 是 很 有 用 的 . 

利用 洛 伦 效 速度 变换 式 ,可 以 统一 而 完满 地 解释 第 2 节 中 有 关 光 速 的 一 切实 
验 , 例如 迈克 耳 孙 实验 ,按照 光速 不 变 原 理 , 无 论 对 仪器 、 对 太阳 还 是 其 他 惯性 参 
GR, 真空 中 光速 都 是 c， 因此 两 臂 没 有 光 程 差 ( 设 辟 长 相等 ) ,当然 不 会 出 现 条 纹 
移动 . 

再 例如 在 斐 佐 实验 中 , 设 流水 为 S' 系 , 在 其 中 光速 是 wi c/n. 观测 者 (仪器 ) 
HSH, 在 S 系 中 流水 速度 为 v. 光线 (2) 顺 水 传播 ， 它 在 S 系 中 的 速度 据 (5. 5) 
式 是 


(5. 8) 


WD Ea ak a _1i 
= 1l+0/(n) nn +01 =). 
光线 (1) 是 逆水 传播 , 在 S APR ul =—c/n , RES 系 中 的 速度 为 
sd L a E ES 
a Two n +o(1 zz): 
光线 (1) 和 (2) 的 传播 时 间 分 别 取决 于 u 和 |u | , 故 两 束 光 的 时 间 差 为 
TE A oe 
i i IPA] uz c l 
所 以 流水 方向 改变 后 ,条 纹 移动 数 是 
AN = u(t, ~~ FP è — 1). 


可 以 看 出 , 在 u/c 的 一 阶 近似 下 ,狭义 相对 论 的 结果 与 以 太 论 的 部 分 拖 动 说 
相同 [参见 (3. DAJ 当然 ,这 并 不 说 明 以 太 部 分 拖 动 说 正确 ,而 是 说 斐 佐 流水 实验 
是 洛 伦 效 速度 变换 的 必然 结果 . 


5.3 洛 伦 效 变换 群 


下 面 我 们 证 明 ， 所 有 洛 伦 兹 变换 构成 一 个 群 ， 叫 做 洛 伦 兹 群 . 

所 谓 “ 群 ”, 是 指 一 个 集合 (例如 坐标 变换 ) ,其 中 的 元 素 满足 以 下 的 条 件 : 

D 存在 单位 元 素 ( 恒 等 变换 )， 

(2) 存在 逆 元 素 ( 逆 变换 ); 

(3) 任意 二 元 素 之 积 (连续 二 次 变换 ) 仍 属于 该 集合 ; 

(4) 任意 元 素 之 积 满足 结合 律 . 

我 们 来 证 明 洛 伦 效 变换 满足 上 述 4 个 性 质 . 

(1) 当 v 一 0 时 ,(5.3) 或 (5.4) 式 化 为 恒 等 变换 . 这 说 明 洛 伦 兹 变换 也 包含 恒 
等 变换 , 即 变换 系数 构成 单位 矩阵 


U2 
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A(O) = I, (5.9) 

(2) 如 图 1.1, 从 S 系 观测 ,S' 系 的 原点 以 速度 v 沿 工 正 向 运动 ;反之 ,从 S 系 
观测 ，S 系 的 原点 以 速度 v 沿 z' 反 向 运动 ,也 就 是 以 v= 二 一 v 正 向 运动 . 把 这 一 结 
果 代 入 (5. 4) 式 ,可 得 


; vu 7 
t = y(t ee P 


y y(r — vt) 9 


我 们 看 到 这 仍然 是 一 个 洛 伦 效 变换 . 将 洛 伦 效 变换 矩阵 A(v) 的 逆 变 换 和 矩阵 记 为 
A “'(v), 洛 伦 兹 变换 的 这 个 性 质 就 记 作 
A`” (v) = A(— v). (5. 10) 
(3) 我 们 再 求 依 次 进行 两 次 洛 伦 效 变换 的 结果 . 除了 前 述 S 和 5S' 系 以 外 ,再 设 
一 个 惯性 系 S, EURE v 相对 于 S' 系 运动 ,以 六 相对 于 S 系 运 动 ( 均 沿 z TEM). 
为 简单 起 见 , 只 研究 zx 和 + 两 个 坐标 ,并 把 变换 写成 矩阵 形式 . 根据 (5.3) 式 ,由 
St DA) S E ,zx ) 的 变换 是 


Pe, YE) 
BS ,x RBS 2. ) 系 的 变换 是 
Pry T L 
sk dew 4s de 


a Lv Ve (ww /er |r 
= 四 (vty) 1+w'/c? il | 
式 中 Y = (10? /c? .但 是 根据 洛 伦 兹 速度 变换 式 (5. 6) 可 得 


《5. 11) 


T 


P = vtv 
l+ w/c’ 
经 过 简单 运算 即 可 得 到 
f į 1 n 
yy (1 +5 )=— = Y > 
( c? ) fy — Vv" e 
yy (ot )= Y = y 
Vl—v /ec 


于 是 (5. 11) 式 可 以 写成 


。24 。 狭义 相对 论 


Nn ao gil 2 
4S | na Uae ibe (5. 12) 
x — vY 1 x 


以 上 结果 证 明 , 依次 进行 两 次 洛 伦 兹 变换 的 结果 等 效 于 一 个 洛 伦 兹 变换 ,用 和 矩阵 
表示 为 
Av) Av’) = Av’). (5.13) 
(4) 直接 验算 可 以 证 明 , 依次 进行 三 次 洛 伦 兹 变换 ， 亦 等 效 于 一 个 洛 伦 兹 变 
A. 而 且 三 次 变换 满足 结合 律 ， 即 
Alo LAC, AC, ) ] = [A C Av, ) JAC; ). (5. 14) 
我 们 把 变换 写成 矩阵 形式 ， 由 于 和 矩阵 运算 满足 结合 律 , 马上 看 出 (5.14) 式 是 成 
WA. 
根据 (5. 9), (5. 10),(5.13) 和 (5.14) 式 ,可 知 洛 伦 兹 变换 确实 构成 一 个 群 . 我 
们 还 将 在 13. 2 节 讨 论 这 一 问题 ,并 在 17. 4 节 介 绍 固有 洛 伦 效 变换 群 以 及 庞 加 莱 


6 同时 的 相对 性 


相对 论 整 个 地 改变 了 人 类 几 千 年 中 形成 的 时 空 观念 . 从 伽利略 变换 被 洛 伦 效 
变换 所 取代 这 一 点 , 已 经 看 出 经 典 的 时 空 观 必须 握 弃 ， 而 代 之 以 相对 论 的 时 空 
W. 相对 论 时 空 观 是 洛 伦 兹 变换 的 必然 结果 ,我 们 以 洛 伦 兹 变换 为 基础 ,在 下 面 四 
节 系 统 地 讨论 狭义 相对 论 的 时 空 观 . 

假设 有 两 个 事件 Pi 和 P;, 它们 在 S 系 的 时 空 坐标 分 别 是 (#1 ,zi ) 和 (ayzz)， 
空间 距离 和 时 间 间 隔 分 别 是 

ALT= TT Ty’ At=t,—i. 


利用 (5. 3) 式 可 以 得 到 两 事件 在 S' 系 中 的 空间 距离 和 时 间 间 隔 分 别 为 


上 = y(Aar— az) ' Ep 
Ax’ = y(Ax— våt). 

或 者 , 已 知 两 事件 在 S 系 的 距离 和 间隔 , 利用 (5. 4) 式 可 求 得 S 系 的 距离 和 间 
隔 为 


/ U / 
一 x(A +-z4r ), (6, 2) 
Ar = y(Ar + vAt'). 
设 S 系 观 测 者 观测 到 两 个 异地 同时 事件 ,我们 问 从 S 系 观 测 ， 这 两 个 事件 是 
否 同时 发 生 呢 ? 把 S 系 的 异地 同时 条 件 : 


Ar Æ 0, At=0 
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代入 (6. 1) 的 第 1 式 得 


1 


At’ =— Aar #0 (At= 0). (6. 3) 
C 


因此 ,S 系 的 异地 同时 事件 在 S 中 观测 是 不 同时 的 . 同样 ， 从 S 系 的 4 A B 两 处 
同时 发 生 的 两 件 事 (Az =0), MS 系 观测 也 不 会 是 同时 的 ,根据 (6.2) 的 第 1 式 ， 
时 间 差 是 


At = ar’ #0 (at! =0). (6. 4) 
Cc 


上 面 的 讨论 说 明 异 地 同时 性 是 相对 的 , 即 所 谓 同时 的 相对 性 . 仪 在 低速 运动 情 
ÉF, 即 当 vec 时 ，(6. 3) 式 或 (6. 4) 式 才 等 于 零 ， 异 地 事件 的 同时 性 才 可 以 近似 
看 做 是 绝对 的 . 由 此 可 见 ， 只 有 绝对 时 空 观 , 才 会 有 同时 的 绝对 性 ， 也 才 承 认 有 无 
限 大 的 速度 . 而 在 相对 论 中 ,同时 观念 仅 在 特定 的 惯性 系 中 有 意义 . 或 者 说 , 各 个 
惯性 系 有 各 自 的 同时 概念 ,不 能 用 于 其 他 的 惯性 系 . 显然 , 同时 的 相对 性 和 真空 
中 的 光速 不 是 无 穷 大 有 关 . 

容易 看 出 ， 同 时 同 地 发 生 的 两 个 事件 ,其 同时 性 是 绝对 的 . 因为 同 地 同时 意 
味 着 

Ar=0, At=0O, 
从 (6.1) 式 必 有 

Ar =O; Ar 0; 
反之 亦 然 . 例如 甲乙 二 人 相约 在 电影 院 看 电影 . 不 同 惯性 系 观 测 的 时 间 可 能 不 同 ， 
但 两 人 在 电影 院 见 面 这 件 事 是 任何 坐标 系 都 承认 的 . 

同时 概念 是 时 间 概 念 的 基础 . 既然 同时 是 相对 的 ,两 个 异地 事件 的 同时 性 究竟 
意味 什么 呢 ? 如何 定义 或 测量 两 个 异地 事件 的 同时 呢 ? 这 是 一 个 定义 问题 ! 爱 因 
斯 坦 首先 指出 , 任何 一 个 物理 学 上 的 定义 , 只 要 它 不 是 没有 实际 意义 的 空谈 , 就 
必须 能 够 提供 一 个 原则 上 可 行 的 测量 方案 . 

设 在 S 系 中 A AB 两 处 分 别 放 置 两 个 标准 钟 Cs 和 Cas， 它 们 分 别 用 来 记录 
这 两 处 所 发 生 事件 的 时 刻 . 考察 A 和 B 两 处 所 发 生 的 事件 的 同时 性 就 归结 为 比较 
Ca 和 Cs 是 否 同步 ， 因 此 定义 两 个 异地 事件 的 同时 性 就 相当 于 调整 两 个 异地 时 钟 
的 同步 . 

调整 或 比较 两 个 异地 时 钟 最 普通 的 方法 当然 是 移动 时 钟 法 , 也 就 是 把 A 处 的 
ah C, 移 到 B 处 与 Cs 校准 后 再 移 回 A 处 . 仔细 分 析 这 种 方法 有 严重 缺点 . 时 钟 的 
运动 可 能 对 钟 的 快慢 有 影响 , 当然 极其 缓慢 地 移动 时 钟 总 还 可 以 尽量 消除 这 种 影 
响 . 可 是 ， 当 比较 两 个 不 同 惯性 系 中 的 时 钟 时 , 原则 上 不 能 采用 这 种 移动 时 钟 的 
办 法 . 定义 同时 性 最 可 行 的 方法 是 信号 法 . 原则 上 采用 任何 信号 均 可 , 但 是 由 光速 
不 变 原 理 知 道 , 最 好 采用 光 信 号 (电磁 信号 ) ,因为 它 是 宇宙 中 不 变 的 极限 速度 . 用 
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光 信 号 调整 两 地 的 时 钟 有 两 种 方法 ， 即 中 点 校准 法 和 端点 校准 法 ,它们 是 等 价 的 : 
(1) 中 点 校准 法 :从 两 个 时 钟 的 空间 距离 的 中 点 通过 光 信 和 号 进行 观测 . 
(2) 端点 校准 法 : 当 C4 H ta 时 刻 时 , 从 A 向 B 发 出 一 个 光 信 号 , RE BWIA 
B 时 Cs 所 示 的 时 刻 为 ts. 光 信 号 被 B 反射 回 到 A 时 , Cy 上 的 读数 为 次 ' . 若 


th = lL +12), (6.5) 


2 
则 定义 Ca 与 Ce 为 同步 或 者 同时 . 
了 解 了 同时 性 概念 以 后 , 就 可 以 解释 同时 的 相对 性 了 ,我 们 以 爱 因 斯 坦 火 车 
为 例 来 说 明 ， 


4 AON B A O B 
(a) S 系 中 同时 的 事件 在 S 中 不 同时 (b) S' 系 中 同时 的 事件 在 S 中 不 同时 


图 6.1 爱 因 斯 坦 火车 


如 图 6. 1(a)， 站 台 上 有 两 点 A AB, 站 长 站 在 中 点 O. 当 车 有 的 两 端 同时 经 
WA ABET, A 和 B 两 处 的 信和 号 灯 同 时 闪光 . 两 个 闪光 将 在 O 点 相遇 ， 同 时 到 达 
站 长 的 眼睛 . 由 于 站 台 和 站 长 都 是 静止 的 , 所 以 站 长 认为 信号 灯 是 同时 发 光 的 ， 
或 者 车 厢 的 两 端 A B 与 A,B 是 同时 重合 的 . 在 A,B 发 光 的 瞬间 , BEST 
Of 处 的 车 长 正好 经 过 站 长 身 旁 . 他 不 会 同意 站 长 关于 两 灯 同 时 发 光 的 结论 . 坐 在 
火车 里 的 车 长 看 到 站 台 向 左 移动 . 由 于 A,B 灯光 在 O 点 相遇 是 同 地 同时 事件 , 是 
绝对 的 , 所 以 车 长 也 看 到 信号 灯光 在 O 点 相遇 , 不 过 这 时 站 台中 点 早已 移 到 左边 
去 了 . 这 样 一 来 ,向 右 运动 的 火车 车 长 必然 先 遇 上 B 灯 的 灯光 , 而 后 才 看 到 A 灯 
的 灯光 . 所 以 车 长 认为 B 灯 发 光 在 前 , A 灯 发 光 在 后 . 用 (6. 3) 式 解释 就 是 


/ 


te ==, A za a — za) < 0. 


同时 的 相对 性 


2 


RK, 如 图 6. 2(b)， 如 果 车 长 观测 到 车 尾 4 处 和 车 头 召 处 的 两 个 车 灯 同 
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时 闪光 , 两 光 将 同时 到 达 车 长 O 处 . 这 对 站 长 来 说 当然 也 是 同 地 同时 事件 . 由 于 
站 长 看 到 火车 向 右 运 动 ， 两 光 相 遇 以 前 ,A' 灯 光 必 先 于 B' 灯光 射 人 他 的 眼睛 ,所 
以 他 认为 A' 灯 发 光 在 前 ,B' 灯 发 光 在 后 . 或 者 利用 (6. 4) 式 得 出 


v 
ts — t, = m aaah) >0. 


这 个 假想 实验 说 明 各 个 惯性 系 各 有 自己 的 同时 标准 ,相对 运动 使 得 同时 性 失 
去 绝对 的 意义 , 同时 只 能 是 相对 的 . 同时 的 相对 性 正 是 爱 因 斯 坦 建 立 狭义 相对 论 
时 空 观 的 突破 点 . 在 经 典 力 学 中 时 间 是 绝对 的 ,因而 同时 也 是 绝对 的 :在 一 个 惯性 
系 中 同时 发 生 的 两 事件 ,在 所 有 惯性 系 中 都 是 同时 的 . 爱 因 斯 坦 指出 ,这 意味 着 存 
在 速度 为 无 穷 大 的 信号 传播 速度 ,可 以 利用 它 来 校准 不 同 惯性 系 的 不 同时 钟 . 但 是 
这 不 过 是 一 种 先 验 的 假设 ,根本 不 存在 这 样 的 信号 ,实际 上 传递 信号 的 光波 的 速度 
是 有 限 的 ,并 且 信 号 的 传播 速度 不 可 能 大 于 光速 ( 详 见 9. 2 节 ). 正 是 在 这 一 点 上 ， 
人 们 认为 天 经 地 义 、 理 所 当然 的 “同时 性 ?实际 上 存在 着 深刻 危机 ,导致 了 绝对 时 间 
和 绝对 空间 观念 的 否定 ,使 得 时 间 和 空间 统一 在 一 个 四 维 连 续 体 中 . 


7 空间 距离 的 相对 性 


相对 论 时 空 观 最 为 人 熟知 的 变革 , 悉 怕 就 是 空间 距离 和 时 间 间 隔 的 相对 性 ， 
其 实 这 种 变革 来 源 于 同时 概念 的 相对 性 . 通过 赋予 “测量 ”这 个 概念 以 更 精确 的 含 
义 和 更 鲜明 的 物理 特色 ,相对 论 第 一 次 把 时 间 和 空间 作为 客观 的 物理 量 加 以 定量 
的 研究 . 从 此 以 后 ,时 间 和 空间 就 再 也 不 是 单纯 的 直 党 观念 了 . 

我 们 约定 不 同 惯性 系 中 都 用 相同 的 物理 规律 作为 定义 时 间 间 隔 和 空间 距离 的 
基础 . 例如 都 采用 饮 (Cs:s ) 原 子 基态 的 跃迁 频率 作为 时 间 基 准 , 都 采用 氨 (K”) 的 
橙色 辐射 线 波长 作为 长 度 基 准 , 这 就 是 标准 钟 和 标准 尺 . 绝对 时 空 观 断 言 长 度 基准 
和 时 间 基 准 是 绝对 的 , 不 因 惯 性 系 的 运动 而 改变 ,因而 两 个 事件 的 空间 距离 和 时 
间 间 隔 是 不 因 惯 性 系 的 不 同 而 改变 的 . 相对 论 则 与 之 相反 . 相对 论 的 讨论 表明 , 不 
同 惯性 系 各 自 拥有 自己 的 标准 尺 和 标准 钟 . 当 他 们 彼此 比较 时 ,总 是 发 现 做 相对 
运动 的 对 方 “ 太 缩 钟 慢 ” 

本 节 和 下 节 分 别 讨论 “ 尺 缩 ” 和 “ 钟 慢 ” 效 应 . 

首先 分 析 空 间 坐 标 系 的 意义 :所 谓 空间 坐标 ,是 指 在 空间 的 每 一 点 P 存在 一 
组 代号 (zx,，,y,,z,), 任 意 两 个 不 同 的 空间 点 不 可 能 具有 相同 的 值 . 当 一 个 物体 
P,P, 放置 在 这 个 空间 坐标 网 中 , 两 个 端点 Pi, Ps 就 自然 具有 了 两 组 坐标 值 
X (£1 s1921) F Xp (TX , Y2 922). 

如 果 物 体 相 对 于 坐标 系 静 止 (或 者 将 坐标 系 建立 在 物体 上 ) ,这 两 个 坐标 值 不 
随时 间 改 变 ,我 们 可 以 在 任意 时 间 读 取 这 两 个 值 , 并 将 它们 差 值 的 欧 氏 几何 长 度 称 
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作 原 长 或 固有 长 度 : 
l = | x2 (x, Y29222) — Xi (T13 Y1 9%) F 

其 中 的 xl, y D MAREE , RRA RME STER, o 是 相对 于 物体 静 
止 的 观测 者 测量 的 静止 长 度 . 

但 如 果 观 测 者 相对 于 物体 是 运动 的 ,我 们 必须 在 同一 时 刻 (z, = 二 ) 读 取 两 端点 
的 坐标 ,这 时 的 长 度 称 作 动 长 或 坐标 长 度 : 

l= | Xa (ty >29 Y2 9X2) — X(t, TY 21) Ik 

这 里 的 x(t,zx,y,z) 表 示 在 t 时刻 读 取 的 空间 坐标 . 注意 两 端点 的 坐标 值 是 对 同一 
时 刻 . 实际 上 ,经 典 物理 中 的 长 度 测量 也 是 这 样 操作 的 . 假如 我 们 要 在 地 面 上 测量 
飞速 行驶 的 火车 长 度 , 只 能 是 在 同一 时 刻 记 下 和 车头 和 车 尾 的 空间 位 置 ,由 此 测 得 的 
是 火车 的 动 长 .但 是 ,经 典 物理 认定 这 个 结果 与 在 火车 上 的 观测 者 测量 的 长 度 ( 原 
长 ) 相 同 ,这 与 相对 论 不 一 致 . 

设 S' 系 相对 于 S 系 以 速度 v 沿 z 轴 方 向 运动 ,其 上 静 置 一 根 刚 尺 A'B'C* 刚 
尺 ? 或 “标准 尺 ” 是 指 相对 于 尺 静 止 的 观测 者 ,测量 棒 上 任意 两 点 的 距离 不 变 ) ,其 长 
度 为 
Az’ = xzB 一 Th. 
我 们 问 ,S 系 中 的 观察 者 测量 这 根 尺 的 长 度 是 否 也 是 Ar 呢 ? 

首先 要 明白 ,由 于 在 S 系 中 观测 A'B' 以 速度 v 运动 , 所 以 观测 者 在 测量 过 程 
中 必须 先 记 下 尺 的 两 端 A' 和 B' 在 x 轴 上 同时 重合 的 位 置 A ALB, 这 两 个 事件 是 
同时 异地 的 ,然后 用 相对 于 观测 者 静止 的 标准 斥 去 测量 AB 的 长 度 为 

AT = T4 — Tgs (ta = tp). 
可 见 S 系 中 的 测量 过 程 是 在 “同时 ”条 件 下 进行 的 , 把 此 条 件 代 入 (6. 2) 式 的 第 2 
式 , 即 得 S 系 测量 的 长 度 为 
Ar = Ar’ V1—f <Ar, (At=0). (7.1) 

(7. 1) 式 说 明 在 运动 方向 土 长 度 缩短 了 . 

长 度 收 缩 是 相对 的 . RES 系 中 静 置 一 根 长 度 为 Ar 的 刚 尺 AB. S 系 中 的 观 
察 者 来 测量 它 会 怎样 呢 ? S 系 的 观察 者 测量 时 一 定 要 同时 记 下 尺 两 端的 位 置 A 和 
B“. 尺 的 两 端 相 对 于 S 系 运动 ， 唯 方向 与 前 相反 . 把 S' 系 的 同时 条 件 At 一 0 代入 
(6. 1) 式 的 第 2 式 , 可 得 S' 系 测量 的 长 度 也 缩短 了 ， 即 

Ac’ = Ar V1—PB <Ar, (AL =0). (7. 2) 

狭义 相对 论 得 出 结论 ， 从 两 个 不 同 的 惯性 系 测量 同一 根 尺 的 长 度 ， 所 测 得 的 
结果 不 同 . 从 相对 于 尺 为 静止 的 惯性 系 测量 , 测 得 的 长 度 最 长 , 这 时 的 尺 长 即 为 
固有 长 度 L. 从 相对 于 尺 运动 着 的 惯性 系 测量 , 沿 运动 方向 的 长 度 缩 短 , 其 值 为 


l= lVi—F = h/7. (7. 3) 
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例如 宇宙 飞船 的 速度 为 0. 98c， 如 果 宇 航 员 测 得 飞船 的 长 度 是 20m， 地 面 上 的 指 
挥 人 员 测 得 的 飞船 长 度 将 是 /二 20X V1 一 0. 98 =4m. 此 即 著名 的 长 度 收缩 . 由 于 
在 相对 论 诞生 之 前 , 洛 伦 北 和 菲 芯 杰 拉 德 (FitzGerald) 各 自 独立 地 提出 过 这 个 假 
设 , 故 也 称 作 洛 伦 兹 - 非 芯 杰 拉 德 收缩 或 洛 伦 兹 收缩 (FitzGerald G F, 1888; 
Lorentz H A,1895). 


S S 


图 7.1 爱 因 斯 坦 火 车 一 一 长 度 收缩 


如 图 7. 1 所 示 ,考虑 尺 的 放置 不 是 沿 惯性 系 相 对 运动 方向 ， 而 是 与 相对 速度 
成 一 定 夹 角 . 在 二 维 空间 (zy} 中 ,我 们 设 尺 静止 于 SRL ESAS 系 中 观测 , 尺 的 
长 度 分 别 为 ==l。 和 ,与 相对 速度 的 夹 角 为 9 =n 和 6( 注 意 0 天 9). 根据 洛 伦 兹 
变换 (5. 3) 式 ， 长 度 收缩 效应 只 发 生 在 运动 的 方向 上 ,在 垂直 于 运动 方向 上 的 长 度 
没有 收缩 效应 

Az = Ar V1- f, Ay= Ay, 
即 
es = 1,cos6/1—f , 
lsing = 4 sin). 

于 是 得 到 

l = lV1— F cos ð, ， 

tang, (7. 4) 

tang AF 
这 是 (7. 3) 式 的 推广 . 

为 什么 长 度 的 测量 会 不 同 呢 ? 我 们 仍 以 爱 因 斯 坦 火 车 为 例 作 定 性 说 明 . 如 
6. 1(a), 站 长 站 在 路 轨 上 (S 系 ) 的 O 点 观测 ， 他 测 得 两 次 闪电 同时 击 在 车 厢 和 
路 轨 上 , 即 4 与 A 以 及 B' 与 B 为 同时 重合 点 ， 站 长 认为 

A'B’ = AB. 
ARTE IA it AE HE EFAS R) 上 中 点 O 的 车 长 则 观测 到 忆 5B 的 重合 早 


“0 狭义 相对 论 


FA SAKA. 当 A' 与 A 重合 时 , 站 台 的 B 点 已 经 向 左 运动 , BHT BB 
距离 , 故 他 认为 
A'B’ > AB. 

总 之 ,空间 距离 的 测定 实质 上 是 一 对 同时 异地 事件 , 同时 的 相对 性 必然 导致 空间 
距离 的 相对 性 . 

有 几 点 值得 提出 来 加 以 说 明 : 

(1) 狭义 相对 论 虽 然 指 出 同一 根 尺 从 不 同 惯性 系 测量 所 得 到 的 长 度 不 同 , 但 
并 没有 说 自 同一 个 惯性 系 测量 一 根 尺 由 静止 而 运动 会 在 运动 方 癌 出 现 洛 伦 兹 收 
缩 . 理由 是 一 根 尺 由 静止 而 运动 必须 经 过 外 界 作用 以 产生 加 速度 ,这 就 使 得 “静止 
尺 ” 和 “运动 尺 ” 不 是 同一 根 尺 了 . 仅 当 我 们 引入 加 速度 对 尺 长 无 影响 的 假设 时 ,对 
洛 伦 效 收缩 的 通常 解释 方 能 成 立 . 

(2) 空间 的 相对 性 和 客观 性 . 设 二 人 手持 完全 相同 的 两 根 尺 ， 当 二 人 相对 静 
止 时 的 尺 长 为 20m. 若 二 人 相对 运动 的 速度 为 0.98c， 则 甲 测量 乙 的 尺 长 缩短 为 
4m， 乙 测量 甲 的 尺 长 也 缩短 为 4m. 甲 和 乙 谁 的 看 法 对 呢 ? 回答 是 二 人 的 看 法 都 是 
客观 真实 的 , 都 是 对 的 . 问题 在 于 空间 两 点 的 距离 不 是 绝对 的 、 不 变 的 , 而 是 一 个 
相对 量 . 

(3) 关于 “观测 (测量 )” 与 “观看 (看 见 )” 的 区 别 . 在 狭义 相对 论 的 发 展 过 程 中 ， 
有 一 件 值得 人 们 深思 的 事情 : 自 1905 年 狭义 相对 论 诞生 之 后 的 50 多 年 里 ,人 们 一 
直 将 长 度 收缩 误 认 为 “高 速 运动 的 物体 看 起 来 会 比 静止 时 短 些 ”. 直到 1959 年 ， 
Terrell 在 一 篇 文章 中 指出 (Terrell J,1959) :长 度 收缩 是 “看 ”不 到 的 ! 原因 是 这 样 
的 :所 谓 “ 观 看 ”就 好 像 照 相机 ,是 对 物体 发 出 的 光线 在 同一 时 刻 到 达 我 们 的 瞳孔 时 
所 成 的 像 , 但 这 些 光 线 并 不 是 物体 各 部 位 在 同一 时 刻 发 出 来 的 , 离 我 们 远 一 些 的 部 
位 发 出 的 光 必 定 先 于 近 处 部 位 所 发 的 光 . 而 长 度 收缩 是 指 同一 时 刻 对 运动 物体 进 
行 的 测量 [ 见 (7. 1) 或 (7. 2) 式 ] ,我 们 称 之 为 “观测 ”, 所 以 与 “观看 ?不 是 一 回 事 . TE 
因为 如 此 ,在 我 们 的 叙述 中 将 尽量 避免 使 用 “观看 ?和 “看 见 ? 等 词 . 这 个 问题 将 在 
20. 4 节 详 细 讨 论 . 


8 时 间 间 隅 的 相对 性 


在 经 典 物 理 中 ,坐标 系 的 坐标 只 表示 物体 的 空间 位 置 ,时 间 与 物体 的 位 置 和 运 
动 无 关 . 而 在 相对 论 中 ,时 间 和 空间 构成 一 个 连续 的 统一 体 , 当 我 们 建立 空间 坐标 
系 时 ,必须 建立 相应 的 时 间 系 统 . 它 的 意思 是 这 样 的 :设想 在 坐标 系 的 每 一 个 空间 
点 均 放置 一 个 时 钟 ,它们 的 时 间 零 点 和 走时 率 (频率 ) 完 全 相同 ( 称 作 标 准 钟 ) ,但 不 
能 在 该 坐标 系 中 运动 ,正如 空间 坐标 不 能 移动 一 样 . 每 一 个 时 钟 记录 当地 事件 的 发 
生 时 间 ,两 个 空间 点 发 生 两 事件 的 坐标 时 间 差 At, 是 由 两 个 空间 点 的 两 个 时 钟 分 
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别 记录 的 时 间 的 差 值 , 称 作 坐标 时 间 
At = 如 (zayyzyzz) — fy (£11321). 
ti( zyy*z) 表 示 放 置 在 (z,y,z) 处 的 时 钟 指示 的 时 间 . 对 于 任意 一 个 坐标 系 的 同一 
个 空间 点 发 生 两 事件 的 坐标 时 间 差 ,是 同一 个 时 钟 记录 的 , 称 之 为 固有 时 间或 原 时 
Ar = b (21s y1) S t esis ee 
固有 时 与 参考 系 的 选取 无 关 , 而 坐标 时 与 参考 系 有 关 , 因为 在 一 个 参考 系 中 静止 的 
时 钟 在 其 他 参考 系 中 就 不 是 静止 的 . 

设 在 S 系 中 观测 到 两 个 “ 同 地 异 时 ”事件 , 这 意味 着 发 生 事件 的 物体 相对 于 S 
系 是 静止 的 . 例如 某 处 先后 发 生 的 两 次 闪光 , 它们 的 时 间 间 隔 为 At ,两 事件 的 时 空 
坐标 间距 是 

Arx =Q, At Æ 0. 
我 们 问 S 系 中 的 观测 者 测 得 两 次 闪光 的 时 间 间 隔 是 否 也 是 At YE? 

从 (6. 1) 式 的 第 2 式 很 容易 看 出 来 ,被 测 物体 所 发 生 的 两 次 事件 在 S 系 中 不 
是 同 地 事件 Az“ 夭 0, 因 为 发 生 事件 的 物体 相对 于 S 系 来 说 以 速度 v 运动 着 .把 S 
系 同 地 条 件 代 入 (6. 1) 式 的 第 1 式 , 得 S 系 中 测 得 的 时 间 间 隔 为 

/ Ai 
Ai ma F (Ar = 0). (8.1) 
该 式 表 示 S' 系 测量 的 两 个 事件 的 时 间 间 隔 大 于 S 系 测 量 同 样 两 个 事件 的 时 间 
间隔 . 
同 理 ,如 果 在 S' 系 中 同 地 发 生 的 两 个 事件 的 时 间 间 隔 为 Az . 将 同 地 异 时 条 件 
Ac’ =0, At’ 0, 
FRA C6. 2) 式 的 第 1 式 , 即 得 两 事件 在 S 系 的 时 间 间 隔 是 
At’ 
J-F 

综合 上 面 的 分 析 , (8. 1) 式 中 的 At 和 (8. 2) 式 中 的 Az 是 固有 时 ,这 两 式 可 以 统 

一 表示 为 


Ai = > At, (Ar =0). (8. 2) 


Ar 
V1 一 8 
相对 速度 越 大 ， 坐标 时 间 越 长 ;特别 是 当 w>c 时 ,At->oo. 这 就 是 著名 的 爱 因 斯 坦 
时 间 延 缓 或 时 间 脱 胀 . 

(8. 3) 式 表明 时 间 不 是 绝对 量 . 时 间作 为 一 个 基本 的 物理 量 ( 或 者 物质 的 基本 
属性 ) 是 不 能 脱离 物质 及 其 运动 形态 的 . 同一 个 事件 的 演变 过 程 , 例如 基本 粒子 的 
RE, 在 不 同 的 惯性 系 测量 , 其 寿命 是 不 同 的 . 在 相对 于 物体 为 静止 的 惯性 系 
(v 二 0) 中 测量 , 两 个 事件 的 时 间 间 隔 最 短 . 例如 宇宙 飞船 以 速度 v 一 0. 9998c K 
行 . 飞船 上 有 人 举 了 一 下 手 ， 从 飞船 上 测量 花 了 2s， 从 地 球 上 测量 却 花 了 


At 一 = YAr. (8. 3) 
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At = a SOE 100s. 


/1—0. 9998? 


8.1 爱 因 斯 坦 火车 一 一 时 间 延 缓 


时 间 延 缓 也 可 以 用 爱 因 斯 坦 火车 来 说 明 . 如 图 8. 1 所 示 , 设 在 火车 (S' 系 ) 中 国 
定 一 个 反射 镜 M, 在 其 下 方 4' 处 的 光源 发 出 一 个 光 脉冲 信号 . 闪光 发 生 时 光源 在 
S 系 的 A 点 , HAMA BA. 在 S' 系 看 , 光 讯 号 经 M 反射 后 又 回 到 A' 点 ， 是 同 
地 (Az' 一 0) 异 时 两 个 事件 ,测量 它们 的 时 间 间 隔 是 固有 时 Ar, WAM 的 距离 为 


ly = Schr = L, 


其 中 /是 S 系 中 测量 的 长 度 ,因为 此 长 度 不 发 生 “ 收 缩 ”. 在 相对 于 M 运动 的 S 系 
中 测量 , 光 脉 冲 自 A 沿 折 线 反射 至 B 点 , 测量 经 过 的 时 间 是 At. 当 A' 与 B 重合 
时 ,S 系 已 经 运动 了 距离 vAt, 故 
At\ 1oAtY 
a) a ee 
把 前 面 得 到 的 7 值 代入 ， 即 得 


At = 一 竺 


v1—6 

这 说 明 在 相对 静止 系 (S 系 ) 中 测量 的 时 间 最 短 ， 而 在 相对 运动 系 (S 系 ) 中 测量 时 
间 延 缓 了 . 从 这 里 可 以 看 出 , 时间 间 隔 的 相对 性 乃 是 光 信 和 号 的 速度 并 非 无 限 大 的 
结果 . 

有 几 点 必须 指出 : 

(1) 时 间 延 缓 与 长 度 收缩 是 相互 关联 的 . 为 了 明显 地 看 出 两 者 的 关系 ,我 们 直 
接 由 长 度 收缩 导出 时 间 延 缓 公式 . 

参见 图 6. 1(a) ,以 火车 为 SRA MB 是 静止 于 火车 的 车 头 和 车 尾 的 两 点 ， 
4 S 相对 于 S 以 速度 v 运动 时 , B 和 A 相继 与 S 系 固定 点 B 相遇 ,在 B 点 的 时 钟 
记录 这 两 个 事件 的 时 间 为 t 和 所 ,而 S 系 测量 这 两 事件 的 时 间 妨 和 ts 是 由 B 和 
A 两 钟 分 别 记录 的 . 因 A'B' 静 止 于 S' 系 ,在 S' 系 中 测量 火车 的 长 度 为 原 长 


> Ar. 
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l = ult, — t1) = vAr’. 
AAt St 是 在 S 系 的 同一 点 召 测量 的 时 间 ,是 为 固有 时 ,位 于 S 系 的 观察 者 测 
量 的 长 度 则 是 
u(t, 一 娘 》 = vAr. 


根据 长 度 收缩 公式 (7. 3) 


L=1,V1 — pf 3 
我 们 得 到 时 间 延 缓 公式 (8. 3) 
/ Ar 
At = 
l= 


反 过 来 ,也 可 以 由 时 间 延 缓 求 得 长 度 收缩 公式 . 

(2) 狭义 相对 论 得 出 结论 ， 同一 个 标准 钟 从 两 个 不 同 的 惯性 系 观 测 其 快慢 不 
同 :从 相对 于 钟 为 静止 的 惯性 系 进行 测量 , 钟 走 得 最 快 ; 从 相对 于 钟 为 运动 的 惯性 
AWB, 钟 变 得 慢 了 . 然而 要 注意 ， 相 对 论 并 没有 说 自 同 一 个 惯性 系 测量 一 个 标 
准 钟 由 静止 而 运动 会 出 现 变 慢 效 应 . 理由 是 钟 由 静止 而 运动 必须 经 过 外 界 作 用 以 
产生 加 速度 , 这 就 使 “静止 钟 ”" 和 “运动 钟 ” 不 是 同一 个 钟 了 . 仅 当 我 们 引入 加 速度 
对 标准 钟 的 快慢 无 影响 这 一 假设 时 ,对 时 钟 延缓 的 通常 解释 才 成 立 . 这 个 假设 已 
为 实验 所 证 实 . 1967 年 ,Foley 等 人 利用 欧洲 联合 核子 中 心 的 存储 环 , 测量 沿 圆 形 
轨道 高 速 (0. 9998c) 飞行 的 尺子 寿命 , 约 为 11X10“s, 5 14 子 的 加 速度 无 关 , 正 好 
和 按 (8. 3) 式 所 计算 的 结果 一 致 ,， 是 低速 时 寿命 的 50 倍 (Foley K J et al. ,1967). 

(3) 时 间 度 量 既 具有 相对 性 也 具有 客观 性 . 设 二 人 各 执 完 全 相同 的 标准 钟 ， 
当 二 人 相对 静止 时 ,时 钟 的 快慢 相同 (同步 ); 当 二 人 做 相对 运动 时 ， 甲 看 乙 的 钟 
走 得 慢 了 ， 乙 看 甲 的 钟 也 走 得 慢 了 . 上 述 二 人 的 看 法 都 是 客观 真实 的 . 时 间 流 逝 的 
快慢 不 是 绝对 的 ,不 变 的 ， 而 是 一 个 相对 量 , 

时 间 延 缓 效应 经 多 次 实验 已 被 精确 证 实 . 除了 上 述 关 于 .介子 的 实验 外 ， 另 
一 个 实验 是 测量 发 光 原 子 横向 运动 时 引起 的 谱 线 红 移 . 发 光 原 子 的 横向 运动 使 得 
实验 室 观察 到 的 振动 周期 延长 ， 从 而 引起 频率 减 小 ,发生 所 谓 横向 红 移 ( 详 见 
20. 2 4); 


v = wv l — 6 . 
此 式 实际 上 就 是 时 间 延 缓 效应 ,其 中 woc 坟 -为 光 的 固有 频率 ,vec 坟 是 实验 室 观 测 


到 的 频率 . 利用 穆 斯 堡 尔 效 应 进行 的 多 次 实验 ,证 实 了 上 述 结 采 . 

最 后 , 我 们 将 6 一 8 节 作 一 个 小 结 . 狭义 相对 论 认 为 时 间 过 程 的 快慢 和 空间 距 
离 的 长 短 ,是 依赖 于 运动 着 的 物体 的 . 物质 和 运动 以 及 物质 和 空间 、 时 间 的 内 在 联 
Fe, 首次 被 狭义 相对 论据 示 出 来 . 

由 洛 伦 效 变换 知道 ， 当 vc 时 ， 洛 伦 兹 变换 过 渡 为 伽利略 变换 . 只 有 在 这 时 ， 
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同时 性 概念 以 及 时 间 的 快慢 、 空 间距 离 的 长 短 才 是 绝对 的 , 而 与 物体 的 运动 状态 
无 关 . 经 典 物理 学 的 绝对 时 空 观 仅 在 速度 远 小 于 光速 时 才 近 似 成 立 . 当 速 度 接 近 于 
光速 时 ,必须 代 之 以 狭义 相对 论 的 时 空 观 . 


9 因果 律 和 光速 极 值 原理 
9.1 事件 的 时 间 序 列 性 


虽然 空间 距离 和 时 间 间 隔 是 相对 的 , 但 是 由 它们 一 起 构成 的 时 空间 隔 却 是 绝 
对 的 ,不 因 惯 性 系 的 改变 而 改变 . 根据 (4. 5) 式 ， 两 事件 在 S RAS 系 的 时 空间 隔 
为 不 变量 

As:= ci At — (Ax’ + Ay’ + Az’) 
= ê At’ — (Ar” + Ay? + Az’). 
下 面 我 们 就 来 对 事件 的 时 间 序 列 性 问题 作 定量 研究 . 

设 有 事件 P, 和 事件 P,, 构成 一 组 事件 对 . 它们 在 S 系 的 时 空 坐标 分 别 是 
(Czi 轴 ) 和 (zs 如) 而 在 S 系 的 时 空 坐标 分 别 是 (zl, 妆 ) 和 (zsyzz). 事 件 对 的 时 间 、 
空间 坐标 差 在 S RA S 系 中 分 别 是 

S: At =t, — ty ATS ZX T; 
SAt = t, — tis Adc’ 一 2 T. 
根据 (6. 1) 式 ,事件 对 在 两 个 坐标 系 中 的 时 间 差 的 变换 关系 是 
ar = (ar—GAr)= At(1 一 号 ran (9. 2) 


为 明确 起 见 , 假设 在 S 系 中 


(9. 1) 


Az 一 0， At>0O, 
即 事件 P, 在 事件 P, 之 前 发 生 . 我 们 问 : 从 S' 系 测量 , 此 组 事件 对 的 时 序 能 否 
颠倒 ? 
由 (9. 2) 式 可 知 , 在 S 系 中 事件 对 已 和 P 的 时 间 顺 序 取 决 于 以 下 的 条 件 : 


vr a 之 Al >0, (9. 3) 
(EMT AOI FRA RAB), 即 在 S 系 中 观测 ，P; 仍 在 P; 之 前 发 生 ; 
vats? => A <0, (9. 4) 


BEST ROBY FF a LA AA: BB), BE S AWM, P, 在 P 之 后 发 生 . 
通过 洛 伦 效 变 换 能 够 把 一 部 分 事件 对 的 时 序 颠 倒 , 但 不 能 把 所 有 事件 对 的 时 
序 都 颠倒 过 来 ， 这 全 看 条 件 (9. 3) 或 (9.4) 如 何 ,下 面 就 来 分 析 这 两 个 条 件 的 物理 
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9.2 因果 律 和 光速 极 值 原理 


所 谓 因果 律 是 指 存在 因果 关系 的 两 个 事件 中 ,作为 原因 的 事件 必定 早 于 作为 
结果 的 事件 ,这 种 时 间 上 的 先后 关系 是 不 能 颠倒 的 ,是 绝对 的 . 科学 家 认为 因果 律 
是 凌驾 于 物理 规律 之 上 的 自然 界 普遍 规律 ,是 任何 科学 都 必须 遵循 的 . 因为 我 们 根 
本 无 法 想像 导弹 先 爆炸 后 发 射 .小孩 先 出 生 妈 妈 后 出 生 、 电 灯 先 发 光 后 闭合 开关 这 
一 类 有 悖 常理 的 奇怪 现象. 

任意 的 两 个 事件 ,总 可 以 分 为 因果 事件 对 和 非 因 果 事 件 对 . 

因果 事件 对 是 指 两 事件 之 间 本 来 就 存在 某 种 因果 联系 (例如 炮弹 的 发 射 和 爆 
炸 ), 或 者 此 两 事件 之 间 虽 然 本 来 没有 因果 联系 但 却 可 以 人 为 地 建立 某 种 联系 ( 例 
如 建立 某 种 信号 联系 ). 因果 事件 对 之 间 的 时 序 不 允许 其 倒 ， 因 而 是 绝对 的 . 

非 因果 事件 对 是 指 两 事件 之 间 本 来 就 没有 因果 联系 (例如 炮弹 甲 的 发 射 和 炮 
弹 乙 的 爆炸 )， 而 且 也 不 可 能 在 它们 之 间 人 为 地 建立 某 种 因果 联系 . 非 因果 事件 对 
的 时 序 是 相对 的 ， 是 可 以 颠倒 的 . 

欲 使 事件 对 的 时 序 颠 倒 , 亦 即 欲 使 (9. 3) 式 得 到 满足 ， 则 Az/At 和 w 两 者 之 
中 至 少 应 有 一 个 大 于 真空 中 的 光速 c. 假如 承认 信和 号 速度 ( 群 速 .能 流速 度 ) 可 能 大 
于 真空 中 光速 , 则 事件 P 和 P, 恒 可 以 用 信号 来 联系 或 者 恒 可 以 把 Az/A 看 作 
某 种 信号 的 速度 . 这 样 一 来 , 任意 两 个 虽 无 因果 联系 的 事件 ， 总 可 以 用 信和 号 加 以 
联系 ， 而 把 它们 看 作 因果 事件 对 . 又 如 果 人 允许 SAMS 系 的 速度 大 于 光速 , 则 S 
系 的 一 切 因 果 事 件 对 的 时 序 ( 特 别 是 那些 本 来 就 存在 因果 关系 的 事件 对 ) 总 是 可 以 
颠倒 的 : 结果 在 前 , 原因 在 后 . 这 就 混淆 了 因果 事件 对 和 非 因 果 事 件 对 的 原则 界 
限 , 是 违背 因果 律 的 ! 在 人 类 已 有 的 观念 中 ， 因果 律 是 绝对 的 . 我 们 不 允许 哪 一 种 
理论 包括 相对 论 在 内 破坏 因果 律 . 因此 只 能 假定 任何 信号 速度 以 及 物体 运动 速度 
都 不 可 能 大 于 真空 中 的 光速 ， 即 

URE, (9, 5) 
此 即 著名 的 光速 极 值 原理 ,真空 中 的 光速 也 称 作 极限 信号 速度 . 

这 样 , 狭义 相对 论 从 因果 律 出 发 , 第 一 次 定量 地 研究 了 事件 对 的 时 序 问 题 . 

最 后 归结 为 Az/A 和 光速 c 的 比较 ,有 3 种 可 能 : 


D > 表示 事件 对 P; 和 P, 之 间 不 可 能 用 信号 来 联系 , 事件 P, AP, 构 


成 非 因 果 事 件 对 . 由 (9. 1) 式 ,这 类 事件 对 的 时 空间 隔 

As? = ae (1-4 25 )<o, (9. 6) 
间隔 As 是 虚数 , 称 作 类 空间 隔 , 这 类 事件 对 又 叫做 类 空 事 件 对 . 从 (9. 2) 式 可 以 得 
到 , 适当 选择 一 个 惯性 系 , 使 得 相对 速度 满足 
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e At LVL, 
总 可 以 通过 洛 伦 效 变换 把 上 述 类 空 的 非 因果 事件 对 的 时 序 颠 倒 过 来 . 
(2) n 表示 事件 P, 和 P, 之 间 恒 可 以 用 信号 联系 , 据 (9.1) 式 其 间隔 是 
实数 
As? > 0. (9.7) 
称 作 类 时 间隔 ,这 类 事件 对 叫 类 时 事件 对 . 


(3) Sime 表示 事件 P AP, 之 间 是 用 光 信号 联系 的 ,其 间隔 为 零 


As’? = 0. (9. 8) 

称 作 类 光 间 隔 AFER) ,这 类 事件 对 叫 类 光 事 件 对 . 

按照 光速 极 值 原理 , 不 可 能 存在 大 于 光速 c 的 相对 速度 v， 因 此 我 们 不 可 能 
找到 一 个 惯性 系 ,， 通 过 洛 伦 效 变换 把 非 类 空 的 ( 即 类 时 或 者 类 光 的 ) 因 果 事 件 对 的 
时 序 颠 倒 . 而 非 因 果 事 件 对 (类 空 事件 对 ) 的 时 序 是 可 以 颠倒 的 . 

真空 中 光速 为 一 切 信号 速度 的 上 限 ， 乃 是 因果 律 对 狭义 相对 论 的 限制 . 或 者 
说 ,光速 的 极限 性 并 不 是 仅 由 相对 论 得 出 的 , 它 是 相对 论 与 因果 律 结合 产生 的 必然 
结论 . 如 果 我 们 承认 光速 不 变 原 理 , 又 要 保证 不 违背 因果 律 , 则 自然 界 必定 存在 一 
个 极限 速度 c. 科学 家 一 直 认 为 ,因果 律 是 自然 界 中 任何 现象 都 不 可 能 违反 的 普遍 
规律 . 事实 上 ,科学 家 的 任务 就 是 探索 自然 现象 之 所 以 如 此 的 原因 ,探索 上帝 ”的 
秘密 ,因此 我 们 必须 首先 承认 结果 是 有 因 可 究 、 有 规 可 循 的 ,否则 也 就 无 所 谓 科 
= 

反 过 来 说 , 正 是 因为 光速 极 值 原理 才 保证 了 因果 的 绝对 性 . 而 在 经 典 力 学 中 不 
存在 极限 速度 ,信号 的 传播 可 以 是 无 穷 大 ,反而 导致 因果 律 的 破 缺 . 例如 ,在 A 处 
的 电灯 点 亮 后 照 亮 了 物体 B, 因 光速 的 有 限 性 ,A 处 亮 灯 在 前 ( 因 ),B 被 照 亮 在 后 
(CR). 如 果 光 速 是 无 穷 大 , 则 两 事件 同时 发 生 , 也 就 不 存在 因果 关系 了 . 

在 实验 上 , 迄今 未 找到 超 光 速 的 确切 证 据 . 光速 的 极限 性 已 经 经 过 了 许多 实 
验 的 证 实 , 其 中 最 著名 的 是 贝 托 齐 在 1962 年 所 作 的 实验 . 该 实验 设计 电子 通过 直 
线 加 速 器 获得 动能 E, ,直接 测量 电子 飞越 一 段 固定 长 度 ! 的 时 间 ,得 到 电子 的 运 
动 速 度 u=1/t, ABS Eu’ 曲线 ,如 图 9. 1 所 示 (Bertozzi W, 1964). 

按照 经 典 力学 ,粒子 速度 的 平方 与 动能 是 线性 关系 

u’ 一 2E,/m, 

但 是 ,实验 结果 明显 偏离 该 直线 . 当 动 能 持续 增加 时 ,电子 的 速度 趋 近 于 真空 中 的 
光速 ,证 实 了 电子 的 速度 不 可 能 超过 光速 . 
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图 9.1 贝 托 齐 实验 曲线 


93 ”关于 光速 极限 原理 的 说 明 


自从 狭义 相对 论 诞生 以 来 ,关于 光速 极 值 原 理 的 争议 比较 多 (例如 Feinberg 
G, 1967). 限于 篇 幅 , 我 们 不 可 能 对 此 进行 详细 讨论 , 仅 做 一 些 简要 说 明 . 光速 极 
限 原 理 是 指 对 于 任意 一 个 惯性 观测 者 , 测量 任意 物体 的 运动 速度 和 任意 信号 的 传 
播 速 度 不 能 超过 真空 中 的 光速 ,并 不 是 指 任意 的 速度 都 不 能 超 光速 ,以 下 的 情况 是 
需要 澄清 的 . 


(1) 波 的 相 速 度 和 和 群 速度 


信号 的 传播 伴随 着 能 量 的 转移 ,可 以 利用 运动 物体 也 可 以 通过 场 的 传递 ,但 波 
的 传播 有 多 种 速度 ,最 主要 的 是 相 速度 和 群 速 度 (Brillouin L, 1960). 

所 谓 相 速度 是 某 一 频率 或 波长 的 单 色 波 在 传播 过 程 中 等 相位 点 ( 波 阵 面 ) 
的 移动 速度 : 


w =w= (9. 9) 


RP w= 2a 和 二 2x/4 分 别 为 角 频 率 和 波 矢 . 但 是 对 于 实际 的 波 ,往往 是 许多 种 
频率 (w 一 Aw>w 十 Aw) 的 单 色 波 的 合成 ,合成 波 波 型 包 络 面 ( 波 包 ) 上 等 相位 点 的 
速度 就 是 所 谓 的 群 速度 ,利用 传 里 叶 积 分 可 以 证 明 


u = 能. (9. 10) 


将 (9.9) 式 代入 (9. 10) 式 ,得 到 相 速 度 与 群 速度 的 关系 为 
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= u, fey, a Se, (9.11) 
式 中 的 是 合成 波 波 包 中 心 对 应 的 波长 . 如 果 相 速度 与 波长 或 频率 有 关 ( 如 色散 介 
质 中 的 光波 或 德 布 罗 意 波 ) , 则 相 速 度 与 群 速度 是 不 同 的 . 对 于 真空 中 的 光波 ,显然 
有 二 ,=c. 

波 的 群 速度 是 信号 和 能 量 传播 的 速度 (反常 色散 介质 除外 ), 因 此 光速 极限 原 
理 是 指 波 的 群 速度 不 能 超 光速 ,而 相 速 度 是 可 以 超过 光速 的 . 例如 我 们 后 面 将 介绍 
的 德 布 罗 意 波 的 相 速 度 u, 就 大 于 光速 ,而 群 速度 即 粒 子 运动 速度 u 5u 小 于 光 
速 ,二 者 的 关系 是 upu =. 再 例如 , 拿 一 根 杆 在 灯光 下 移动 , 杆 端的 影子 在 地 面 移 
动 的 速度 就 有 可 能 超过 光速 , 这 个 速度 可 以 看 成 是 一 种 相 速 度 而 并 非 能 量 传播 
速度 ! 


(2) 介质 中 光波 的 相 过 度 和 群 速度 
我 们 知道 , 光 在 介质 中 的 相 速 度 小 于 真空 中 的 速度 
u, =£, n= Veps (9. 12) 


Cy opty 是 介质 的 相对 电容 率 和 磁 导 率 ,” 盖 1 是 介质 的 折射 率 ( 或 折射 指数 ). 因为 
(9. 11) 式 在 介质 中 也 成 立 , 式 中 的 波长 是 指 介 质 中 波长 


A= < = 人 
yom 
光波 的 频率 y 与 介质 无 关 . 将 上 两 式 代 和 (9. 11) 式 ,可 知 光 在 介质 中 的 群 速度 为 
u; =, ng = nt. (9. 13) 


n, 称 作 群 速度 折射 指数 . 按照 介质 的 折射 指数 与 频率 的 函数 关系 *(v) 对 介质 进行 
分 类 , 则 有 : 

(a) 无 色散 介质 (dn/dy 二 0) ,u, =u; 

(b) IER BUT a (dn/dy>0) ,u,<u, ; 

Cc) 反常 色散 介质 (dn/dy<<0) ,u, >u,. 
在 无 色散 和 正常 色散 介质 中 , 波 包 的 群 速度 表示 信号 的 传播 ,但 反常 介质 中 则 
不 是 . 

光速 极限 原理 是 说 在 无 色散 和 正常 色散 介质 中 ,粒子 或 信号 的 速度 不 能 超过 
真空 中 的 光速 c 但 可 以 超过 介质 中 光速 . 例如 ,著名 的 切 连 科 夫 效应 就 是 电子 在 介 
质 中 以 速度 u>c/n 运动 产生 的 . 


(3) 反常 色散 介质 中 的 “ 超 光 速 "问题 简介 
在 反常 色散 介质 中 ,光波 的 传播 现象 比较 复杂 ,我 们 仅 作 简单 介绍 . 从 (9. 13) 
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式 可 以 看 出 ,由 于 dn/d <0 (849 u, 有 可 能 大 于 c, 即 波 包 的 群 速度 是 可 以 超 光速 
的 ,但 有 以 下 的 特性 : 

(a) 波 包 的 波 前 速度 ( 波 包 上 所 有 解析 点 的 速度 ) 都 不 会 超过 光速 ; 

Cb) 波 包 的 形变 不 可 忽略 ,特别 地 , 波 包 在 移动 波 包 宽 度 的 距离 之 前 就 会 
解体 ; 

Co) 群 速度 描述 解析 波峰 的 空间 位 置 变化 率 , 由 于 波 包 的 形变 不 能 忽略 , 群 速 
度 不 足以 描述 波 包 的 运动 . 

简 言 之 ,反常 色散 介质 中 的 群 速度 并 不 表示 信号 和 能 量 的 传播 速度 ,因此 并 不 
违反 光速 极 值 原理 . 关于 这 个 问题 的 详细 讨论 ,读者 可 以 参考 有 关 文 献 ( 例 如 
Huang C G, Zhang Y Z, 2002a,2002b; Wang L J et al. ,2000). 


(4) 相对 速度 和 洛 伦 兹 速度 变换 


物体 运动 的 速度 不 能 超 光 速 ,也 包括 两 个 惯性 系 的 相对 速度 . 因为 惯性 系 是 指 
相对 静止 的 无 数 观 测 者 的 总 和 ,惯性 参考 系 必 须 附 着 在 运动 物体 之 上 . 任意 物体 相 
对 于 任意 惯性 系 的 速度 不 能 超 光 速 , 但 在 同一 惯性 系 中 (或 者 相对 于 同一 惯性 观测 
者 ) ,两 个 物体 的 相对 速度 可 以 超 光 速 . 

例如 在 一 维 情况 下 ,观测 者 O 测 量 物体 A MB 的 速度 分 别 是 0. 9c 和 一 0. 9c， 
则 OO 〇 测量 A 5B 的 相对 速度 是 1.8c. 但 A(B) 测 量 BCA) 的 速度 不 可 能 超 光 速 . 以 
OMA 为 参考 物 建立 坐标 系 S 和 S’, 由 洛 伦 效 变换 ,B E S PERR B 相对 于 A 
的 速度 是 

N N eth el 9c 一 0.9c 
1— w/c 1+0.9X0.9 
注意 ,在 同一 惯性 系 中 的 速度 合成 和 分 解 仍 然 满足 欧 氏 几何 ,但 不 同 惯性 系 的 速度 
变换 满足 的 是 非 欧 几何 规律 ,二 者 不 是 一 回 事 . 

下 面 我 们 证 明 , 相 对 论 速 度 满足 非 欧 几何 之 一 的 双 曲 几何 规律 ,相对 论 速 度 三 
角形 是 双 曲 几何 三 角形 (读者 可 以 跳 过 这 一 部 分 ). 

如 图 9.2 所 示 , 由 三 个 速度 uu 和 w 构成 的 
三 角形 OAB 满足 洛 伦 效 变换 式 (5.7) : 

e E. (1 dv /2)a =e) 
(1 — uvcos6/c’ )’ ; 


一 0. 9945c. 


cotg = y( cotb 一 Zes), 


(9. 14) 
因为 任意 的 三 角形 都 是 两 个 直角 三 角形 的 组 合 , y Pos 
我 们 只 需 讨论 直角 三 角形 的 内 角 和 . £0.14 图 9 2 MCR A 
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cota =— cotf = /I 了 9 
由 对 称 性 又 得 


u 


osi —-u e 


cots = 


于 是 有 
即 a 十 8<x/2, 故 三 角形 的 内 角 和 
a (9. 15) 
根据 几何 知识 可 知 , 几 何 学 的 类 型 可 以 按照 三 角形 的 内 角 和 分 为 
= n, 欧 氏 几何 ; 
atpt+é | r， 双 曲 几 何 ; (9. 16) 
> rr， 椭圆 几何 . 
双 曲 几何 ( 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ) 和 椭圆 几何 ( 黎 曼 几何 ) 统 称 非 欧 几何 . 所 以 相对 论 
速度 属于 非 欧 几何 之 一 的 双 曲 几何 . 
再 来 分 析 (9. 14) 的 第 1 式 . 考虑 无 穷 小 速度 变换 , 设 在 某 一 时 刻 , 物 体 A 相对 
于 S 的 速度 为 v, 经 历 dt 时 间 后 速度 变 为 &= 一 wz 十 do, 在 SAKA 的 速度 间隔 是 
u 一 duo ,于 是 (9. 14) 的 第 1 式 成 为 
ro oe é{1—| l1—v/c [1 — (w+ dv)’ /ce | . 
i [1 — vlv + dv) cos(d@)/c’ } 
将 分 母 利用 级 数 展开 式 
se ROAD y 4, 
cos(d9) = 1- AD" ..., 
并 略 去 dv,db 的 高 阶 小 量 , 就 得 到 
du = 


1 2 v ; 
Gave” ETE -gya (9. 17) 
这 是 洛 伦 效 速度 变换 的 微分 形式 . du 表示 速度 空间 的 线 元 (无 穷 小 弧 长 ),(9. 17) 
式 是 速度 空间 的 线 元 不 变性 , 即 速 度 间隔 不 变性 . 

根据 微分 几何 的 知识 ,对 上 式 求 得 高 斯 曲率 为 
K== m (9. 18) 


所 以 ,相对 论 速度 空 间 是 常 曲率 (K = const. ) AY Xi CK <0) 23 [a], 曲率 半径 
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(R=1/V 一 K ) 正 好 是 真空 中 的 光速 c. 从 微分 几何 的 角度 来 看 , 非 欧 空间 的 曲率 
和 曲率 半径 是 与 坐标 的 选择 无 关 的 常量 ,如 果 在 S 系 中 的 光速 为 c, 则 在 其 他 惯性 
RS 的 光速 必定 也 是 . 事实 上 ,我 们 对 二 维 椭圆 空间 (球面 ) 有 直观 的 了 解 ,球面 
的 曲率 半径 对 球面 上 的 任意 坐标 系 都 相同 . 

总 之 ,相对 论 速度 并 不 是 欧 氏 空间 的 几何 量 , 因 此 我 们 不 能 用 欧 氏 几何 的 规律 
来 理解 或 限制 它 . 存在 一 个 极限 值 在 非 欧 空间 是 完全 允许 的 ,尽管 欧 氏 空间 中 不 存 
在 这 样 的 几何 量 . 


时 间 和 空间 将 自然 地 有 退隐 为 纯粹 的 阴影 ,只 有 它们 的 结合 才 得 以 
幸免 


一 一 闪 可 夫 斯 基 《 空 间 和 时 间 》 
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狭义 相对 论 是 关于 时 间 .空间 及 其 相互 关系 的 理论 , 它 不 可 避免 地 和 几何 学 联 
系 在 一 起 . 上 节 末 对 相对 论 速度 的 分 析 表 明 , 相 对 论 的 几何 基础 不 可 能 是 我 们 熟知 
的 欧 氏 几何 ,而 是 闵可夫 斯 基 专 门 为 相对 论 创 立 的 四 维 闵 氏 几何 或 伪 欧 几何 . 本 章 
分 两 个 层次 介绍 闵 氏 几何 ,前 两 节 分 析 四 维 时空 的 基本 结构 以 及 长 度 和 和 角度 的 度 
量 ,并 将 第 2 章 讨 论 的 时 空 观 用 几何 的 方法 进行 解释 ;后 两 节 在 介绍 三 维 张 量 的 基 
础 上 引入 闵 氏 时 空 的 四 维 张 量 , 它 对 于 相对 论 的 理论 研究 是 很 重要 的 . 


10 闵可夫 斯 基 几 何 


通过 前 面 两 章 的 讨论 ,我 们 看 到 ,经 典 时 空 观 和 狭义 相对 论 时 空 观 的 本 质 区 别 
在 于 :前 者 认为 时 间 和 空间 是 相互 独立 的 ,后 者 则 断定 它们 相互 关联 . 

1908 年 ,闵可夫 斯 基 在 著名 的 “空间 和 时 间 ” 一 文中 , 提出 把 时 间 也 作为 一 维 
坐标 ， 和 三 维 空间 处 于 同等 地 位 . 一 个 现象 或 事件 必须 同时 用 时 间 和 位 置 来 标记 ， 
亦 即 对 应 一 组 数 (ct,zx,y,z), 取 时 间 参 量 为 ct 的 目的 是 使 它 和 xz 具有 相同 的 量 
A, 因而 可 以 取 统 一 的 长 度 单位 . 由 全 体 数 组 的 集合 {ct,z,y,z} 构 成 的 四 维 时 空 
连续 域 . 在 狭义 相对 论 范畴 内 就 是 闵可夫 斯 基 时 空 , 由 于 它 与 欧 氏 空间 的 类 似 ( 详 
见 第 12 节 ) ,也 称 作伪 欧 时 空 (Minkowski H, 1908,1909,1915). 

在 相对 论 中 引入 四 维 时 空 坐 标 , 可 以 大 大 简化 相对 论 的 数学 表述 ,使 之 变 得 十 
分 简洁 和 对 称 . 同时 还 赋予 现实 的 物理 时 空 以 几何 图 象 , 加 深 了 对 问题 的 理解 . 由 
闵可夫 斯 基 发 端的 相对 论 问题 的 几何 化 , 深刻 地 影响 了 整个 相对 论 的 发 展 . 

10.1 闵可夫 斯 基 时 空 结构 

为 了 在 平面 上 形象 地 图 示 四 维 时 空 ,闵可夫 斯 基建 议 采 用 时 空 图 : 取 横 坐标 代 

表 三 维 空间 坐标 (通常 只 画 出 一 维 ) , 纵 坐 标 ct 代表 时 间 坐 标 . 另外 , 习惯 上 总 是 把 


观察 者 所 在 的 惯性 系 画 成 直角 坐标 系 . 由 一 维 时 间 和 三 维 空间 构成 闵可夫 斯 基 四 
维 时 空 也 称 作 世 界 ; 任 意 的 一 个 事件 在 时 空 图 上 表示 为 一 点 PCct,zx), 所 以 事件 也 
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叫 世 界 点 ; 随 着 时 间 的 流逝 ,世界 点 在 时 空 图 上 画 出 一 条 连续 轨迹 , 叫做 世界 线 . 


D(Ct,,X5) 


C(CF, x3) 


Y B(ct,,x,) 


图 10.1 二 维 时 空中 的 世界 点 和 世界 线 


(1) 静止 于 惯性 系 中 粒子 的 世界 线 是 平行 于 时 间 轴 的 直线 (如 图 10. 1 中 的 
AB 段 ); 

(2) 以 速度 u=const. 做 匀速 直线 运动 的 粒子 的 世界 线 是 一 条 斜 直 线 (BC 
Br) ,与 时 间 轴 ct 的 夹 角 为 


0 = arctan( * ). (10. 1) 
由 于 粒子 的 速度 受 光速 极 值 原理 的 限制 ,0/4; 

(3) 光子 世界 线 的 夹 角 是 9 二 x/4 HRA; 

(4) 加 速 运 动 粒 子 的 世界 线 则 是 一 条 曲线 (CD Be). 

考虑 原点 处 光子 的 世界 线 , 它 们 是 斜率 为 士 1 的 直线 

s= frr =0 或 xc=ta, (10. 2) 

即 图 10. 2 中 的 OQ 和 OQ ,分 别 代表 沿 z 轴 的 正 、 负 方向 传播 的 光子 . 光速 不 变 原 
理 决定 了 光子 世界 线 的 位 置 是 不 变 的 ,我 们 将 OQ Fl OQ" 构成 的 锥 形 称 之 为 光 锥 . 
从 一 点 出 发 (例如 O 点 ) ,考虑 各 个 方向 的 所 有 光子 的 世界 线 的 集合 ,对 于 三 维 时 
空 {fct,z,y}， 光 锥 构成 一 个 不 变 的 二 维 锥 面 ， 对 于 四 维 时 空 则 构成 一 个 不 变 的 三 
维 超 锥 面 . 

按照 时 空间 隔 的 取 值 , 光 锥 把 O 点 时 空 图 分 隔 为 三 部 分 : 含 未 来 时 间 轴 的 O 
点 的 因果 未 来 工 , 含 过 去 时 间 轴 的 O 点 的 因果 过 去 工 ,统称 类 时 间隔 区 ;O 点 的 无 
因果 关联 区 在 , 称 作 类 空间 隔 区 ;O 点 的 光 锥 本 身 则 属于 类 光 间 隐 . 

上 面 关 于 时 空 的 划分 是 绝对 的 ,因为 按照 时 空间 隔 不 变性 和 因果 律 , 光 锥 在 四 
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(a) 二 维 时 空 和 光 锥 (b) 三 维 时 空 和 光 锥 
图 10.2 ”原点 的 光 锥 和 时 空 划分 


维 时 空中 的 位 置 与 坐标 变换 无 关 . 这 就 是 说 ,如 果 在 惯性 系 S 中 观测 , 某 事件 位 于 
类 时 (类 光 或 类 空 ) 则 隔 区 , 则 在 其 他 任意 惯性 系 中 该 事件 也 必定 位 于 类 时 (类 光 或 
类 空 ) 区 , 按 因 果 未 来 和 因果 过 去 的 划分 也 保持 不 变 . 


10.2 ” 闵 氏 时 空 的 长 度 和 角度 度量 
我 们 知道 ,在 二 维 欧 氏 空间 {z,y} 中 以 原点 为 圆心 的 圆 的 方程 是 


P = x +y = const. , 
位 于 此 圆 上 的 每 一 点 到 原点 的 空间 距离 ( 欧 氏 长 度 ) 相 等 , 且 与 坐标 系 的 选择 无 关 . 
而 对 于 二 维 闵 氏 时 空 {ct,z} , 当 以 原点 为 参考 点 时 ,由 时 空间 隅 不 变性 可 知 
s =c’t? — x’ = const. , 
是 一 个 双 曲 线 方程 ,位 于 同一 个 双 曲 线 上 的 每 一 世界 点 到 原点 的 间隔 相等 ,与 坐标 
变换 无 关 . 
从 上 面 的 比较 可 知 , 闵 氏 空间 的 度量 与 欧 氏 空间 将 是 不 同 的 ,但 也 有 相似 之 
Kb. 在 欧 氏 几何 中 ,采用 单位 圆 太 二 xz 十 y = 二 1 作为 度量 的 标准 . 与 之 类 似 ,我 们 利 
用 单位 间隔 的 双 曲 线 ( 又 叫 规范 曲线 ) 把 闵 氏 时 空 标 度 出 来 . 
如 图 10. 3 ,规范 曲线 的 方程 是 


Sarr ls (10. 3) 
“十 ”号 对 应 于 类 时 间隔 的 规范 曲线 “一 ”号 对 应 于 类 空间 隔 的 规范 曲线 . 两 族 规范 
曲线 分 别 截 ct 轴 和 zz 轴 以 单位 距离 
OA = OC = 1. 


根据 间隔 不 变 的 要 求 ， 从 原点 向 同一 条 规范 曲线 上 各 点 所 引 矢 径 的 长 度 都 应 当 相 
等 .但 是 从 图 10.3 上 看 显然 不 同 , 这 是 因为 我 们 习惯 上 采用 欧 氏 几何 的 长 度 观念 ， 
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图 10.3 闵 氏 时 空 的 长 度 和 角度 度量 


即 上 面 提 到 的 /的 定义 ,而 这 里 的 长 度 是 指 闵 氏 几何 中 的 长 度 s, 与 /的 定义 不 同 . 
为 保证 规范 曲线 上 的 点 到 原点 的 数值 不 变 , 必须 对 不 同方 向 的 射线 引用 不 同 
的 标 度 单位 ， 即 规范 因子 . 在 规范 曲线 上 取 一 点 A', 其 时 空 坐标 是 (pcosb, psin9)， 
其 中 p 是 OA 的 欧 氏 长 度 ,代入 (10. 3) 式 得 到 
0(0) = pe = 1 单位 . (10. 4) 
规范 因子 相当 于 欧 氏 几何 中 单位 圆 的 半径 (1 单位 ), 但 对 于 不 同 的 射线 其 值 是 变 
化 的 . 
利用 规范 因子 ,就 可 以 建立 闵 氏 长 度 与 欧 氏 长 度 的 关系 . 
设 任意 一 个 世界 点 B (ct. 2) SRR ARE alba) A s(OB’) KEKE 
LCOB’) ,它们 的 定义 分 别 为 
s= Vc —zr, l= Ve +r. 
设 OB 与 时 间 轴 的 夹 角 为 6, 则 两 个 长 度 的 关系 是 
s=l nf VO aD = 1 /1—2sin’é 


= 1 Vcos20 = T 
即 欧 氏 长 度 与 规范 因子 的 比值 就 是 闵 氏 长 度 . 特别 地 ， 

(1) 如 果 世 界 点 位 于 时 间 轴 上 ,6 一 0, 闵 氏 长 度 与 欧 氏 长 度 相 等 ; 

(2) 如 果 世 界 点 位 于 原点 的 光 锥 上 ,6 一 45 ,or>co, 这 说 明光 锥 的 1 个 单位 在 
图 上 是 无 限 长 ,所 以 光 锥 上 的 点 到 原点 闵 氏 长 度 ( 间 隔 ) 是 零 ; 

(3) 如 果 世 界 点 位 于 原点 的 光 锥 外 ,9 之 45", 导 致 ; 为 虚数 . 这 时 我 们 可 以 取 6 
为 射线 与 x 轴 的 夹 角 ,长 度 就 变 成 实数 了 . 


(10. 5) 
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利用 规范 因子 很 容易 证 明 一 个 重要 结论 :两 个 固定 世界 点 之 间 的 所 有 连 线 中 ， 
直线 的 闵 氏 长 度 最 大 ,这 和 欧 氏 几何 刚好 相反 . 

为 简单 起 见 ,我 们 来 比较 图 10.3 中 的 折线 OA' 十 A'B 和 直线 OB MARK 
度 . 根据 (10. 5) 式 得 到 


/ OA’ OA” /cosb ” 7 # 
(OA) = 过” = EE = OA V1—tan’é < OA, 
: pl0) 1/ /cos26 


/ A'B A”B/ cosg’ n 7 n 
(ABS = A'B VI 一 tang < A'B. 
因而 有 
s(OA’B) < OA” + A”B = s(OB). 

因为 任意 的 曲线 可 以 看 成 许多 折线 的 组 合 ,所 以 有 以 下 结论 

5( 曲 线 ) < s( BR). (10. 6) 
人 们 常常 将 此 结论 说 成 “ 闵 氏 三 角形 不 等 式 ”: 在 闵 氏 时 空中 ,任意 三 角形 的 一 条 边 
必定 大 于 另外 两 边 之 和 . 而 欧 氏 三 角形 不 等 式 刚 好 与 此 结论 相反 . 

从 上 面 的 分 析 可 知 , 如 果 一 条 直线 平行 于 坐标 轴 , 它 的 闵 氏 长 度 与 欧 氏 长 度 的 
度量 相同 ,如 果 直 线 与 坐标 轴 的 夹 角 为 0, 则 闵 氏 长 度 小 于 欧 氏 长 度 . AMER RK 
空间 中 角度 的 度量 也 不 同 于 欧 氏 几何 ,我 们 仅 讨 论 直 线 与 坐标 轴 的 夹 角 的 三 角 
PRX. 

考虑 图 10. 3 中 的 三 角形 OA’A”. 因为 OA 和 A’A” 的 闵 氏 长 度 等 于 欧 氏 长 度 ， 
我 们 仍然 有 


_ s(A’A’) _ A'A” 
tand = (OA) OA””’ 
但 是 
A'A” s(A’A”) s(OA”) 


sind = Oa? * (QA)? cs 天 OA 


因此 在 闵 氏 几何 中 ,最 好 不 要 直接 使 用 正弦 和 余弦 函数 的 定义 式 ,但 可 以 利用 正切 
函数 间接 求 之 : 
tang 1 


9 Cc SO 
/1+tan’@ . /1-+ tan’é@ 
10.3 ”类 时 世界 线 长 度 与 固有 时 间 


如 图 10. 4 所 示 , 由 于 粒子 的 世界 线 由 一 系列 因果 事件 连接 而 成 ,因此 粒子 的 
世界 线 的 斜率 要 受 光 速 极 值 原理 的 限制 . 结果 是 世界 线 对 时 间 轴 的 斜率 处 处 小 于 
1(0<r/4)， 所 以 粒子 在 世界 点 P 邻 域 的 世界 线 总 是 处 于 P 为 顶点 的 光 锥 之 内 ， 
或 者 说 粒子 的 世界 线 必定 是 类 时 的 . 下 面 我 们 来 看 类 时 世界 线 长 度 的 物理 意义 . 

设 在 惯性 系 S 中 有 一 个 运动 速度 为 wu 的 粒子 ,在 相 邻 无 穷 小 的 两 个 世界 点 


sing 一 
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Plct,X) 和 QCct 十 cdt,z 十 dz) 的 类 时 世界 线 长 度 
为 ds. 引入 一 个 随同 粒子 一 起 运动 的 随 动 坐标 系 
S ,在 S$ 系 中 粒子 总 是 静止 的 , 即 x =0. 将 此 条 件 
代入 间隔 不 变性 

ds? = de" (1 -4)= dt” (1-4)= dt”. 


因为 类 时 世界 线 的 间隔 ds? 0. 可 见 , 4 与 时 空间 
Ba ds 成 正比 ,也 是 一 个 不 变量 ,我 们 将 此 时 间 定 义 
为 固有 时 间 ,并 记 作 


2 
eee ae ee En 
c C 


这 就 是 粒子 世界 线 长 度 ds 与 固有 时 dr 和 坐标 时 
dt 的 关系 . 

如 果 两 个 世界 点 不 是 相距 无 穷 小 , 设 为 
P(ct, ,Xz,) 和 Qct, ,x,). 分 两 种 情况 讨论 : 

如 果 粒 子 作 任意 运动 , 这 时 S' 系 不 再 是 惯性 系 . 如 图 10.4 所 示 , 我 们 可 以 把 
世界 线 的 PQ 长 度 As 分 成 许多 小 段 , 并 用 每 段 的 弦 来 代替 相应 的 弧 . 例如 第 i 个 
MAM RA As, ,把 各 段 相 加 ， 显然 有 


As = lim > As, 一 [as : 

我 们 知道 , 每 一 段 弦 线 代表 一 个 惯性 运动 , 因此 随 动 的 非 惯性 系 S 就 可 以 用 
FORA BAH A ARIE. 当然 粒子 在 这 一 系列 惯性 系 中 都 是 静止 的 . 对 于 第 : 
个 随 动 惯性 系 而 言 ,Asi/c 即 是 运动 粒子 在 第 i 个 惯性 系 的 固有 时 间 . 如 果 假 设 加 
速度 对 标准 钟 无 影响 , 则 在 极限 条 件 下 ，As;/c 也 等 于 第 i 段 随 动 非 惯 性 系 的 固有 


时 间 . 这 样 一 来 ,对 于 作 任 意 运动 的 粒子 而 言 ， 它 的 世界 线 的 长 度 除 以 c， 就 是 随 
动 坐标 系 中 的 标准 钟 所 记录 的 固有 时 间 


Q 2 
a= & s lja 1. (10. 8) 
Cc Cs C 


注意 上 式 成 立 的 前 提 是 加 速度 对 标准 钟 无 影响 ,这 已 经 为 实验 所 证 实 ( 见 Foley K 
J et al. , 1967;Hafele J C, Keating R E, 1972). 

如 果 粒 子 相对 于 S 系 做 匀速 直线 运动 , 速度 “不 变 , 则 S 系 显然 是 惯性 系 . 这 
时 事件 已 和 Q 的 固有 时 为 


图 10.4 类 时 世界 线 长 度 与 
固有 时 间 


2 
Ar = At Te (u = const. ). (10. 9) 


C 
这 就 是 第 8 节 给 出 的 时 间 延 缓 公 式 . 
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粒子 可 以 沿 不 同 的 世界 线 由 世界 点 了 运动 到 世界 点 Q, 或 者 说 在 两 个 固定 的 
世界 点 之 间 存 在 着 无 限 多 可 能 的 世界 线 . 这 些 世 界线 中 , 固有 时 间 最 长 的 乃 是 作 
惯性 运动 的 世界 线 ( 直 线 ) ,根据 (10. 6) 式 可 知 

Ar (u Æ const. ) < Ar (u = const. ). (10. 10) 
即 两 个 事件 之 间 的 加 速 运动 的 固有 时 必定 小 于 勾 速 运动 的 固有 时 . 


10.4 闵 氏 时 空中 的 洛 伦 兹 变换 


我 们 来 说 明 ,在 四 维 闵 氏 时 空中 , 洛 伦 效 变换 使 时 空 坐 标 轴 对 称 地 回 光 锥 靠拢 
[图 10. 5(a) ] 或 远离 [图 10. 5(b)]. RS RANTS 系 的 速度 为 vw, M S' 系 原点 的 
世界 线 是 一 条 直线 ,与 ct 轴 的 夹 角 满足 

tang = v/c = ß, (10. 11) 
亦 即 ct' 轴 与 ct 轴 成 g 角 . 又 由 光 锥 位 置 的 不 变性 知道 , 同一 光 锥 既是 zx 轴 与 ct 轴 
亦 是 zx' 轴 与 ct' 轴 的 等 分 角 线 , 即 在 S 和 S' 中 的 方程 应 为 
z=ta, Xx == 土 4d.. 

所 以 c BAA 2 轴 的 夹 角 也 是 p. 在 采用 实数 时 间 坐 标 轴 的 时 空 图 中 , 不 同 惯性 系 
之 间 的 区 别 在 于 它们 和 光 锥 的 夹 角 不 同 . 某 坐 标 系 S 相对 于 坐标 系 S 的 速度 越 
大 , 其 时 空 坐 标 轴 和 光 锥 的 夹 角 就 越 小 . 特别 是 当 v=c 时 , x 轴 和 cz 轴 重 合 而 为 
光 锥 面 . 
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图 10.5 洛 伦 效 变换 的 两 种 等 价 几何 表示 


图 10. 5(a) 和 (b) 彼 此 等 价 ,我 们 以 图 (a) 的 时 空 几 何 来 验证 洛 伦 效 变换 . 
设 任意 世界 点 PP 的 时 空 坐标 (t,x) 和 (zt ,zx') 满 足 双 曲线 方程 
ctr = et? ar” = OA’. (10. 12) 
其 中 ct==OT,zx 一 OX. 根据 闵 氏 几何 的 长 度 度量 (10. 5) 式 
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C= OT — OT [cose = OT” /1—tan’o, 
Pp) 1/ Vcos28 


同 理 有 
Xx 一 OX" = OX” V1 — tan 9. 
plo) 
由 式 (10. 11) 可 知 
OY Se, CMa 
V1 一 订 V1—6 


注意 到 TT 一 XX' ,XX 一 TT', 故 有 


| 1 

cat = OT’ + TT = OT’ + OX" tang = 
er 

PIO ERX SOC Or C1010) 
Ee 


(at’+ Br"), (10. 13) 


此 即 洛 伦 兹 变换 式 (5. 4) 的 第 1 和 第 2 式 ， 
读者 不 妨 根 据 图 10. 5(b) 试 证 上 述 结论 ， 


11 相对 论 时 空 观 的 几何 表示 


现在 ,我们 利用 闵 氏 时 空 几何 重新 讨论 相对 论 的 时 空 观 ,体会 几何 方法 的 优越 
性 ,并 在 此 基础 土 分 析 狭 义 相 对 论 的 几 个 著名 伴 廖 . 为 明确 起 见 ,在 本 节 中 令 


c=1. 
11.1 同时 的 相对 性 
如 图 1l. 1, 设 在 S ANE x 方向 上 放置 许多 钟 A ,B,C,…, 将 它们 调整 同步 . 


pe Ste ys 
FNS BERR IPEAF r RNA = 2 ESR PIs TBR A’, 
B,C ,… 同 步 的 表示 是 平行 z' 轴 的 直线 
fy = ig 0 
这 两 条 直线 不 可 能 重合 , 即 不 同 惯性 系 有 不 同 的 同时 定义 , 两 者 至 多 有 一 个 交点 设 
为 A(A'), 此 交点 是 两 个 惯性 系 施行 对 钟 的 唯一 的 一 点 . 也 就 是 说 只 有 在 此 点 才 
能 比较 两 系 的 时 钟 ,其 他 点 的 比较 是 无 意义 的 . 
不 失 一 般 性 ,我 们 设 B,B 和 C,C 分 别 位 于 相同 的 z 处 (但 二 不 同 ), 从 图 中 还 
可 看 出 ,在 S 系 的 观测 者 测量 位 于 x 之 x 的 时 钟 C 等 的 时 间 大 一 些 , 位 于 z<< za 
的 时 钟 B' 等 的 时 间 要 小 些 . 这 就 是 说 ,在 S 中 两 个 异地 同时 的 事件 (tp ==tc ) 在 5 
系 中 不 同时 (tc 之 tg ). ARLES 系 的 观测 者 测量 S 系 中 同时 的 两 事件 
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图 11.1 同时 的 相对 性 时 空 图 


(tp 二 tc) 也 是 不 同时 的 (tc 过 tp). 由 于 同时 线 必然 处 于 类 空 区 ,时 间 上 顺序 是 可 以 苏 
倒 的 . 

需要 强调 指出 ,由 于 不 同 的 惯性 系 具有 不 同 的 同时 性 ,其 至 不 同 地 点 时 钟 的 先 
后 顺序 都 可 以 颠倒 ,因此 在 相对 论 中 比较 不 同 地 点 的 时 钟 是 没有 意义 的 ,只 有 在 同 
一 地 点 才能 施行 对 钟 . 我 们 将 在 分 析 时 钟 伴 廖 中 作 详 细 说 明 . 


11.2 长 度 收缩 和 时 间 延 组 


如 图 11.2(a), RE S 系 中 记 下 某 一 静止 棒 的 两 个 端点 是 B 和 工 , 棒 的 长 度 是 
l, = BL. 
BAL 的 世界 线 是 平行 于 上 轴 的 直线 , CMR x 轴 于 B 和 上 L“. 这 两 点 正 是 S' 系 的 
观测 者 同时 记 下 棒 的 两 个 端点 的 位 置 . 考虑 规范 因子 (10. 5) 式 ,S' 系 的 观测 者 测 
量 该 运动 棒 的 长 度 是 
i’ =o) -ip = ol IF (11.1) 
此 即 运 动 棒 的 洛 伦 效 收缩 . 这 一 缩短 在 S 系 看 来 , 系 因 同 时 相对 性 引起 的 . 由 于 B 
的 世界 线 先 经 过 z“ 轴 , 而 上 的 世界 线 后 经 过 , 结果 S 系 的 观测 者 看 到 S' 系 先 记 下 
B’, 后 记 下 LL , 因而 引起 测量 值 的 缩短 . 反之 ,，S' 系 的 长 度 变换 到 S 系 也 要 缩短 ， 
见 图 11. 2(b) ,读者 不 妨 一 试 . 
仍 如 图 11. 2(a), 设 在 S 系 中 同一 地 点 测量 某 一 时 间 间 隔 为 AT, 则 所 测量 的 
时 间 是 固有 时 
t= AT. 
Bt S 系 测量 同一 时 间 间 隔 , 需要 和 自己 的 钟 比 对 . 当然 ，S' 系 的 钟 相对 于 S 系 
是 运动 着 的 .过 A、T 作 S' 系 的 同时 线 (与 r WEM AFA MT RRE, 
AT' 是 S' 系 测 的 同一 时 间 间 隔 的 大 小 . 根据 (10. 5) 式 
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(a) 
图 11.2 长 度 收缩 和 时 间 延 缓 的 几何 解释 


n= A'T’ _ AT cosg/cost¢g _ __AT EE ee (11.2) 
e.g) 1/ Vcos2p V1 一 tanp  V1 一 肛 
这 就 是 运动 钟 的 时 间 延 缓 . 反之 , S 系 的 时 间 间 隔 变换 到 S 系 也 要 延缓 , 如 
图 11. 2(b) ,请 读者 自行 讨论 . 


11.3 $i: He 


根据 时 间 延 缓和 运动 的 相对 性 ,可 能 会 产生 这 样 的 疑问 :如 果 S' 系 相对 于 S 

系 以 速度 v 运动 , 则 S' 系 中 的 时 钟 变 慢 了 
At = YAt > At’. 
但 是 反 过 来 ,S 系 也 相对 于 S' 系 以 速度 一 v 运 动 ,由 于 (一 v) S, IR S RP 
时 钟 变 慢 的 结论 r 
At’ = yAt > At. 

DORLAL ATA AY AT BP EB GBA CRRA A 
与 双生 子 伴 廖 是 一 回 事 ), 这 个 问题 曾 因 | 一 
丁 格 尔 的 质疑 在 20 世纪 50 年 代 引 起 过 OP 
一 场 学 术 争 议 ,其 中 丁 格 尔 与 McCrea 的 
精彩 论战 值得 回味 (Dingle H, 1956; 
McCrea W H,1956). 

我 们 用 时 空 图 来 进行 分 析 . 如 
图 11. 3 所 示 , 设 一 辆 火车 的 车 头 A 和 
车 尾 B 都 有 一 个 时 钟 , 且 已 经 调整 同 
步 , 在 一 个 火车 站 的 进 站 口 C 和 出 站 口 
D 也 装 有 调整 同步 的 时 钟 ,火车 和 站 台 


图 11.3 时 钟 伴 雇 时空 图 
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的 固有 长 度 分 别 为 和 .在 火车 和 地 面 分 别 建立 坐标 系 S 和 S, 则 A 和 B tt 
界线 是 平行 于 轴 的 斜 线 ,C 和 DD 的 世界 线 则 平行 于 上 轴 . 当 火 车 以 速度 v 开 过 车 
站 时 ,将 发 生 这 么 三 个 事件 :车 头 到 达 进 站 口 Po 车 头 到 达 出 站 口 P 和 车 尾 到 达 
进 站 口 P; ,时 空 坐 标 分 别 为 
P,(0,40;to 52): ABC 相遇 ; 
Py (2) sloti 920 +h):A 5 D 相遇 ; 
PAG: ,0;ts £0): B 5 C 相遇 . 
根据 时 间 延 缓 效 应 ,从 Po 一 Pi , 钟 A 的 时 间 间 隔 Ati =t 0 Ar A HP 
D,C 的 时 间 间 隔 At, 一 太一 加 的 比值 为 
Ly 
An = 了 <1, (11. 3) 
同样 ,从 P, 一 P, $h B, A 的 时 间 间 隔 At =t, — 0 Sb C 经 历 的 时 间 Az 一 ts 一 
to 一 Arc( 固 有 时 ) 的 比值 为 
=y>1. (11. 4) 
这 两 式 并 没有 错 , 但 是 质疑 者 认为 :由 于 地 面 钟 已 经 调整 同步 ,在 事件 P, 时 DD BF 
和 C 钟 的 指示 数 应 该 同 为 zu, 所 以 (11. 3) 式 反映 的 是 火车 钟 A 比 地 面 钟 D 慢 ; 同 
样 火车 钟 也 已 经 调整 同步 ,事件 P, 发 生 时 B 钟 的 时 间 与 A 钟 同 为 0, (11. ORM 
表明 火车 钟 B 比 地 面 钟 C 快 . 因为 地 面 钟 C,D 和 火车 钟 A,B 钟 的 速率 相同 ,这 就 
得 出 火车 钟 既 比 地 面 钟 慢 又 比 地 面 钟 快 的 悖 论 . 
我 们 知道 ,时 钟 的 快慢 即 频 率 取决 于 它 的 固有 时 间 . 从 P >P (11. 3) 式 中 的 
Ai 是 时 钟 A 的 固有 时 ,但 At 并 不 表示 地 面 钟 D 的 频率 . 原因 是 虽然 在 地 面 观测 
者 S 看 来 ,P。 发 生 的 同时 忆 钟 的 指示 数 也 为 z ,但 根据 同时 的 相对 性 ,火车 观测 
者 S' 并 不 认为 DD 钟 是 如 . 如 果 一 定 要 将 An 看 成 D 的 频率 , 那 也 只 能 认为 对 S 系 
成 立 , 即 
ti j 5 A 
SF ee ~ an <> SDE an 


同 理 有 


， 也 的 频率 At 卫 的 频率 “Atz 
SC 的 频率 ~ Atz O SORAR? Ap 


因此 我 们 可 以 说 ,S 系 的 观测 者 认为 S 系 的 钟 较 慢 ,S 系 的 观测 者 认为 S 系 的 钟 较 
慢 , 这 并 不 矛盾 ,因为 这 两 个 结论 是 对 不 同 的 观测 者 而 言 . 对 任 一 观测 者 ,并 不 能 得 
出 SCS ) 的 钟 既 慢 又 快 的 怪 论 ,也 就 是 说 我 们 不 能 提 “ 到 底 哪 一 个 钟 慢 ? 的 问题 . 有 
关 时 钟 伴 廖 的 实验 可 参考 有 关 文 献 ( 例 如 Sherwin C W, 1960). 
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11.4 例 :长 度 收 缩 伴 廖 


仍然 考虑 上 例 中 火车 经 过 车 站 的 情况 ,为 叙述 方便 ,将 火车 和 站 人 台 的 固有 长 度 
改 为 相等 ,二 4. 当 火 车 以 速度 v 开 进 站 台 时 ,地 面 上 的 人 认为 站 台 的 长 度 是 L, 
根据 长 度 收缩 效应 ,火车 的 长 度 是 /二 /7Y 过 ,所 以 火车 可 以 装 进 站 台 . 但 是 车 上 
的 人 则 认为 火车 的 长 度 是 上 ,站 台 的 长 度 是 <<, ,站 台 不 可 能 容纳 整个 火车 . 于 是 
有 人 问 : 到 底火 车 能 不 能 装 进 站 台 呢 ? 精确 地 说 ,就 是 火车 的 车 头 和 车 尾 能 不 能 同 
时 到 达 站 人 台 的 出 站 口 和 进 站 口 呢 ? 

根据 同时 的 相对 性 ,地 面 和 车 上 人 的 观点 都 是 对 的 ,但 我 们 不 能 提 “ 到 底火 车 
能 不 能 装 进 站 台 ” 的 问题 . 因为 如 果 地 面 上 的 人 观察 到 车 头 和 车 尾 同 时 到 达 出 站 口 
和 进 台 口 ,车 上 的 人 观察 到 的 这 两 事件 就 不 可 能 是 同时 的 ,而 是 车 头 先 到 出 站 口 、 
车 尾 后 到 进 台 口 . 反之 亦 然 . 因此 两 个 观察 者 的 结论 并 不 矛盾 .我 们 仍然 用 时 空 图 
KAI MEB. 


图 11.4 长 度 收缩 伴 廖 时 空 图 


如 图 11. 4 所 示 , 以 站 台 和 火车 为 惯性 系 S 和 S ,阴影 部 分 是 站 台 上 每 一 点 世 
界线 (平行 于 上 轴 ) 的 总 和 , 斜 线 是 火车 的 车 头 和 车 尾 的 世界 线 ( 平 行 于 上 轴 ). 设 火 
车 和 站 台 的 固有 长 度 均 为 4 ,根据 图 11. 2 的 几何 表示 ,在 地 面 上 测量 火车 的 长 度 / 
以 及 在 火车 上 测量 站 台 的 长 度 /满足 

Peis Zh. 

BE Py (ti ,xi;ti,z1) 是 车 头 开 到 出 站 口 的 事件 ( 即 车 头 所 界线 与 出 站 口 世 界线 
的 交点 ), 车 尾 进入 进 站 口 的 事件 为 P, (th 205025202). 从 时 空 图 上 可 以 清楚 地 
看 出 : 
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S:t WZ, EREA) 的 同时 车 尾 在 站 内 的 如 处 ; 
S ;ti 时 刻 ,车 头 出 站 (Pi) 的 同时 车 尾 在 站 外 的 B 处 . 
S:t, 时 刻 ,车 尾 进 站 (P。) 的 同时 车 头 在 站 内 的 A 处 ; 
S :tz 时 刻 ,车 尾 进 站 (Pi) 的 同时 车 头 在 站 外 的 A 处 . 
S:t, <q ,车 尾 先 进 站 车 头 后 出 站 ; 
S :过 六, 车 尾 后 进 站 车 头 先 出 站 . 
可 见 , 由 于 地 面 和 火车 观测 者 的 同时 性 不 同 ,前 者 认为 火车 可 以 同时 装 进 站 人 台 , 后 
者 认为 不 可 能 ,两 者 的 观点 都 是 对 的 ， 
再 来 看 一 个 “汽车 钼 栅栏 ?的 伴 雇 ， 这 个 伴 雇 与 上 述 情形 类 似 ， 
假设 一 辆 汽车 的 纵向 固有 长 度 为 2 ,在 它 的 侧面 有 一 个 缝 宽 (固有 长 度 ) 也 是 
4 的 栅栏 . 现在 要 问 : 当 汽 车 高 速 向 前 行驶 时 , 它 是 否 可 能 横向 钻 进 栅栏 ? 根据 长 
度 收缩 效应 ,在 地 面 上 的 观测 者 看 来 ,汽车 的 长 度 将 发 生 收缩 , 它 可 以 钴 进去 . 但 司 
机 认为 栅栏 的 缝 宽 要 变 窗 ,他 不 可 能 钴 进去 . 如 何 解 决 这 个 矛盾 呢 ? 
我 们 注意 到 有 的 文献 对 此 问题 的 解释 并 不 全 面 , 应 该 这 样 回答 :如果 汽车 钻 进 
去 了 ,在 地 面 上 的 观测 者 认为 很 正常 ,汽车 的 前 后 端 是 同时 进去 的 ,但 司机 的 解释 
是 汽车 的 前 端 先进 去 后 端 后 进去 的 ;如果 汽 车 没有 钻 进去 ,司机 认为 理所当然 , 汽 
车 不 可 能 同时 钻 进去 ,但 地 面 上 的 观测 者 则 认定 汽车 不 是 同时 钻 的 ,而 是 后 端 先 钼 
前 端 后 钻 ,所 以 没有 钻 进去 . 


11.5 例 : 双 生子 伴 廖 


设 在 某 时 某 地 诞生 了 一 对 双生 子 A 和 B,A 乘 飞 船 作 宇宙 飞行 而 如 留 在 地 面 
FE, 当 和 A 返回 到 地 面 与 B 比较 时 ,A 的 年 龄 确实 要 比 B 小 . 也 许 读者 会 问 ,A 相对 
B 加 速 运 动 ,B 相对 A 也 是 加 速 运 动 ,为 什么 不 能 得 出 B 比 A 小 的 结论 呢 ? 关键 
是 B 所 在 的 地 面 参考 系 可 以 看 成 惯性 系 ,而 A 则 不 能 ,二 者 的 运动 状况 不 是 等 
ori. 
如 图 11.5 RAN, XIE SL PAY B 静 止 于 地 球 上 , WRAL a) RH P,P, 
A 以 速度 v 作 宇 宙 航 行 , 到 达 P, 后 以 原 速 返回 地 球 , 世界 线 是 折线 P,P, + P,P, 
它们 各 自 记 录 的 时 间 都 是 固有 时 . 利用 (10. 8), (10. 9), (10. 10) 式 立刻 得 到 A,B 
两 钟 的 固有 时 分 别 是 
Arg = t; —t, = At, (11.5) 


ae = fa =F he? = At Vl—PB < Arg. (11. 6) 


BIZ ASR Mase aN A 的 世界 线 的 间隔 短 ， 所 以 它 的 钟 走 得 慢 . 例如 当 火 稍 速度 为 
0. 8c 时 , 如 果 B 是 40 岁 , A 则 仅 有 40XV1 一 0.8 一 24 岁 ! 注意 , 在 以 上 的 讨论 
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中 , 我 们 合理 地 忽略 了 起 动 . 转 向 和 停止 过 程 中 加 速度 对 标准 钟 A 的 影响 . 由 于 两 
条 世界 线 长 度 的 差别 是 绝对 的 ,因而 两 个 标准 钟 的 固有 时 的 差别 也 是 绝对 的 . 

爱 因 斯 坦 在 相对 论 建立 之 初 就 曾经 预言 ,运动 时 钟离 开 后 再 返回 原 地 与 静止 
时 钟 比较 ,两 者 的 时 间 是 有 差异 的 . 1911 年 朗 之 万 明确 提出 了 双生 子 伴 廖 ,其 后 曾 
引起 过 热烈 的 争论 (Langevin P,1911). 根据 运动 的 相对 性 , 似乎 两 个 时 钟 不 该 有 
差别 , 伴 迹 一 词 就 形容 这 一 表面 上 的 矛盾 . 问题 的 症结 在 于 如 何 正确 理解 时 间 的 相 
对 性 和 固有 时 差别 的 绝对 性 . 时 间 以 及 空间 的 相对 性 是 针对 两 个 惯性 系 之 间 的 测 
量 关 系 而 言 的 . 两 个 时 钟 只 能 在 一 点 相遇 , 并 在 此 时 直接 对 钟 . 过 了 这 一 瞬时 , 它 
们 就 只 能 通过 系统 中 其 他 的 钟 间接 地 对 钟 , 而 不 能 直接 对 钟 . 由 于 两 个 惯性 系 的 
关系 是 对 等 的 ,因而 它们 各 自 的 固有 时 是 相同 的 . 但 是 当 它 们 测量 男 一 系统 的 时 
间 时 ， 则 得 到 的 都 是 对 方 延缓 的 结论 . 双生 子 伴 廖 问题 则 不 同 , 这 时 是 两 座 钟 两 
次 直接 对 钟 :开始 时 它们 在 一 起 , 然后 经 历 不 同 的 世界 线 又 重合 在 一 起 . 两 者 之 中 
至 少 有 一 个 经 历 了 非 惯性 运动 ,否则 不 会 再 次 相遇 . 虽说 运动 是 相对 的 , 但 是 二 者 
并 不 对 称 . 

以 图 11. 5 为 例 , 双 生子 伴 廖 至 少 涉 
及 三 个 的 惯性 系 . 挛 生 兄弟 B 始终 静止 于 “上 
地 球 坐标 系 S(t,x), 而 李 生 兄弟 A 则 先 
后 位 于 离 去 和 归来 的 两 个 惯性 系 PO 
S'E ,zx ) 和 Sz,x), 相 对 于 S 的 运动 方 
向 相反 ., B 观测 A 的 年 龄 增长 很 慢 ， 始 终 p" 
是 年 轻 的 . A 观测 B 则 不 然 . 在 离 去 时 ，A 
的 同时 线 平行 于 z 轴 , 到 达 P, 时 是 P 
P,P’, 他 观测 B 也 很 年 轻 . 当 转 向 的 一 瞬 
间 , 同时 线 突 然 变 到 平行 于 之 轴 的 PP ， 
也 就 是 说 ，A 观测 到 B 的 年 龄 增长 得 非 
常 快 , 年 龄 从 P,P 突然 距 增 至 PP, — O 
下 子 就 比 自己 老 了 许多 . 在 回来 阶段 ， 虽 图 11.5 ”双生 子 伴 雇 时 空 图 
然 A RRB 的 年 龄 的 增长 再 次 变 慢 . 但 
是 由 于 转向 时 B 的 年 龄 增长 得 太 多 ,以 至 于 最 终 A 看 到 B 比 自己 老 . 因此 ,两 人 
的 结论 并 不 矛盾 . 关于 双生 子 伴 雇 的 详细 解答 ,读者 可 参考 有 关 文 献 (Wu Ta-You 
and Lee Y C, 1972;Holton G J,1963). 

1971 年 ,美国 人 Hafele 和 Keating 等 进行 了 著名 的 原子 钟 环 球 飞行 实验 . 他 
们 在 飞机 和 地 面 各 放置 一 台 相 同 的 铭 原 子 钟 , 当 飞 机 环球 飞行 一 周 后 返回 地 面 与 
地 面 上 的 原子 钟 进行 比较 ,除去 引力 效应 外 ,原子 钟 的 加 速 运动 的 确 导 致 时 钟 走 
ST, 测量 精度 达 10% (Hafele J C, Keating R E,1972). 


s Egoe 狭义 相对 论 


12 欧 氏 空间 的 张 量 分 析 


前 面 已 经 研究 了 相对 论 时 空 观 和 与 之 相 适 应 的 洛 伦 兹 变换. 要 想 用 相对 论 的 
方法 改造 经 典 物 理学 并 建立 相对 论 物 理学 的 精确 理论 ， 必须 借助 张 量 作为 工具 . 
本 节 不 打算 详尽 讨论 张 量 理论 ， 只 就 狭义 相对 论 所 需 内 容 作 简要 的 介绍 . 

为 了 叙述 方便 ,以 后 采用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 (惯例 ) ,该 约定 是 : BEM 
有 重复 的 两 个 指标 , 除去 特别 声明 外 ,表示 对 该 指标 求 和 , 不 需 再 写 求 和 号 ,并 规 
定 拉 丁字 母 和 和 希 腾 字母 的 取 值 分 别 为 

tof Rye? = 1,2,3; 
Hvas Bst = 1,2,3,4 或 0,1,2,3. 
CHE pov. =0,1,2,3 时 ,我 们 将 予以 说 明 . ) 注 意 重 复 指标 叫做 哑 指 标 ,可 以 用 
其 他 符号 代替 . 例如 


A,B, = A,B; = SAB,, A,B, = SAB.. 

爱 因 斯 坦 求 和 约定 给 张 量 运算 带 来 很 大 方便 ， 以 后 要 经 常用 到 它 . 
12.1 欧 氏 度 规 和 线 元 

在 笛 卡 儿 坐 标 系 下 ,三 维 欧 氏 空 间 由 3 个 坐标 描述 ,以 后 我 们 将 笛 卡 儿 坐 标 
记 作 

Ly ZL, T} S Ys Ly FZ. 

相应 地 ,三维 欧 氏 空 间 记 作 {z: s T29 T3 ) 或 {z; j: 

欧 氏 空间 的 任意 一 点 A(Czi,zz,zs) 相 对 于 原点 的 和 撩 径 为 

X= xie + 2,€, T £36; Tiei. (12.1) 

式 中 的 (el ,ez,e:) 是 沿 坐 标 轴 的 单位 矢量 , 称 作 基 矢 . 对 上 式 两 边 微 分 ,注意 在 笛 卡 
儿 坐 标 系 中 de 二 0, 可知 


jp ie ares 
OX; 


所 以 基 矢 实际 上 就 是 矢 径 对 坐标 的 偏 导 : 


e 一 至 Gi =1,2,3). (12. 2) 
根据 仿 导 的 几何 意义 ,可 知 笛 卡 儿 坐 标 基 矢 的 内 积 满足 
e; 。 e; = Ô; z 0 G ai. (12. 3) 


6; ERS ARS, CN 9 个 分 量 构成 3X3 单位 矩阵 
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图 12.1 欧 氏 空间 的 线 元 


0 
oy = | (12. 4) 
1 


1 0 
0 1 
0 0 
如 图 12. 1 Pras, dt A(zx;) 和 Blz; 十 dz;) 是 三 维 欧 氏 空间 中 的 任意 两 个 相 邻 
点 ,两 个 矢 径 x, Gx, 的 矢量 差 
dx = dzlel + dr,e, 十 dzses = dzie,， 
它 的 大 小 的 平方 为 
| dx |? = dx + dx = (e; + e;)dz;dz,. 
当 dz 一 0 时 ,两 点 的 弧 长 di 与 矢量 差 的 大 小 | dx | 相等 , 故 有 
dl’ = 0 dzidzi = dz;dz;. (12.5) 
这 就 是 ( 笛 卡 儿 坐 标 下 的 ) 欧 氏 线 元 , 即 无 穷 小 弧 长 ,而 6; 又 称 作 欧 氏 度 规 ， 


12.2 欧 氏 空间 的 转动 变换 


(1) 正 交 变换 
设 坐 标 系 Sii 9X9 sx) All Stri Xo ,Ts) 之 间 存 在 一 个 齐 次 线性 变换 
x, = R,x,. (12. 6) 
其 中 的 常 系数 
Ox. 
R; = = (inj = 1,2,3) (12. 7) 


叫做 变换 系数 ,构成 一 个 变换 矩阵 


。58 。 狭义 相对 论 


Ry Ry Ry 
R= {Ry Rz Rz 
Ra 下: Rz 
式 中 det(R) 是 矩阵 的 行列 式 ， 
如 果 变 换 R 不 改变 矢 径 的 模 , 也 就 是 说 
2.2, = TiTi， (12. 9) 
ABA 尺 叫做 正 交 变 换 . 把 (12. 6) 式 代入 上 式 ， 
rar = RR O 2ia 


得 出 正 交 变换 满足 的 条 件 是 


， (det(R) #0). (12. 8) 


R;Ra = òp. (12. 10) 
这 说 明正 交 变 换 的 行 和 列 是 正 交 归 一 化 的 ,此 式 也 表示 为 转 置 矩 阵 R AE R 
之 积 等 于 单位 矩阵 了 ,或 正 交 矩阵 的 逆 等 于 其 转 置 
R’'R=I 或 R'=R". (12. 10’) 
我 们 也 将 (12. 10) 式 作为 正 交 变换 的 定义 . 
根据 (12. 10) 式 , 正 交 变换 的 逆 变 换 是 
x; = Rx; = Riz}, (12. 11) 


对 (12. 10 ) 式 两 边 的 矩阵 取 行 列 式 
det(RTR) = det(R™)det(R) = [det(R)J = 1. (12. 12) 
可 知 正 交 和 矩阵 的 行列 式 只 可 能 为 士 1, 据 此 可 将 正 交 变换 分 为 两 类 ， 
十 1 (转动 变换 ); 
det(R) = i (反射 变换 ). (12. 13) 
转动 变换 矩阵 的 行列 式 为 1( 称 作 么 模 和 矩阵 ). 反射 变换 是 不 连续 变换 ,一 经 反射 即 
从 正常 位 置 突然 变 到 镜像 位 置 . 例如 ,以 下 的 反射 变换 


=] 0 0 
R= | es | 
0 0 —l1 
表示 (z;) 一 ( 二 ,将 右手 坐标 系 变 成 左手 坐标 系 , 或 者 相反 . 
(2) 转动 变换 


我 们 主要 关心 的 是 转动 变换 , 它 有 两 种 等 价 的 表示 :可 以 看 成 物理 量 (几何 量 ) 
不 变 而 坐标 系 发 生 转 动 ,也 可 以 视 为 坐标 系 不 变 而 物理 量 转动 . 例如 在 图 12.2 中 ， 
图 12. 2(a) 表 示 zi 一 zz 平面 绕 zs 轴 逆 时 针 ( 逆 着 zs 轴 观 测 ) 旋 转 0 角 , 基 矢量 的 
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变换 为 
e, 一 el cosh + e,sinĝ, 
i =— e, sinf + e, cosh. 
图 12. 2(b) 表 示 位 置 矢量 x Six, 轴 顺 时 针 旋 转 6 角 后 成 为 
x, = Zlcos0 一 osin0， 

人 = x, sinl + x, cosé. 

显然 有 
Le, 一 Tiei， 

所 以 两 种 表示 完全 等 价 . 下 面 以 第 一 种 表示 为 基础 进行 分 析 , 在 25. 1 节 还 将 讨论 


` 


第 二 种 表示 . 


12.2 ”转动 变换 的 两 种 等 价 表示 
如 图 12. 2(a) , 设 空间 任意 一 点 A 在 两 坐标 系 中 的 坐标 为 (zx;) 和 (x; ), 则 它 的 


位 置 矢量 


两 边 对 Tj 求 偏 导 
= ax; / 
ie ax, i g 
这 是 Sa) 5S (xz; ) 系 的 基 矢 量 关系 . BAR e; 即 得 到 变换 系数 : 
R, = 9z - el oe.. (12. 14) 
y dx; J 
FEINER: 
7 = st =e,-e, = R;. (12. 15) 
Ox; 


图 12.2 是 一 个 单 变量 转动 变换 ,变量 是 坐标 系 绕 zs MONEE 0 fA AR 
据 (12. 14) 式 求 得 变换 矩阵 是 


“ 60» 狭义 相对 论 


cos@ sing 0 
R(é) = |— sinf cosé | (12. 16) 
0 0 1 


由 于 正 变换 是 x; 轴 相 对 于 zi 逆 时 针 旋 转 9 角 , RRMA Ht ER 8 
角 , 即 


RO” = R(~—0) = Re)". (12.17) 


X" x(x’) 


图 12. 3 两 个 单 变量 转动 的 连续 转动 
(zizi {2 
任意 的 转动 变换 可 以 看 成 几 个 单 变量 转动 变换 式 的 连续 变换 . 如 图 12.3 所 
示 ,右手 坐标 系 绕 zs 轴 逆 时 针 旋 转 0 角 , 变 换 矩 阵 是 (12. 16) ,再 绕 x, 轴 逆 时 针 旋 
转 pg 角 ,变换 矩阵 为 
cosp 0 — sing 
Rg) = | Oo d 0 | (12. 18) 
sing 0 cos@ 


总 的 变换 则 为 


cosgcos9 cosgpsing — si 
RG, p) = RØR) = | — sind cos 0 |. (12. 19) 
F 


singcos? singsing cos 
(3) 转动 变换 群 


转动 变换 矩阵 还 可 以 用 指数 形式 表示 . 因为 任意 转动 变换 可 以 分 解 为 二 维 空 
间 的 单 变 量变 换 , 我 们 仅 讨论 二 维 空间 转动 变换 (12. 16) 式 的 指数 形式 . 
利用 三 角 洱 数 的 级 数 展开 
cos = 1-F pen, sing = g—- Fm, 


第 3 章 ”四 维 闵可夫 斯 基 时 空 。 6l- 


将 (12. 16) 式 写成 
jmena — “A 一 一 人 eee 
R) 一 了 十 好 ays) 3 十 


其 中 的 矩阵 分 别 为 
1 0 0 010 1 0 0 
I~ : ol, -上 | n= | a22 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 
由 于 反对 称 矩 阵 了 具有 性 质 


T ers n Ja (n 为 偶数 )， 
i, ee (n 为 奇数 ). 
式 中 的 1 二 Vv 一 1. 因此 转动 变换 可 表示 为 矩阵 的 指数 形式 
R@) = I 十 J9 十 六 (J9)? CEER TB): (12. 21) 


利用 这 一 表示 可 以 很 方便 地 证 明 转 动 变换 构成 群 : 

(1) 存在 恒 等 变 换 ROSI; 

(2) 存在 逆 变 换 尺 ( 一 0) 一 exp( 一 JO); 

(3) R(A)RCO,)=explJ (A, +0) ERF RO); 

(4) R(6,) RO, R(6;) =exp[ J (0, +0, +0:) EASE. 
由 于 转动 变换 满足 (12. 10) 和 (12. 13) 式 的 正 交 性 和 人 么 模 性 , 故 转动 群 属于 三 维 么 
模 正 交 群 (或 特殊 正 交 群 ) , 记 作 SOG). 


12.3 三 维 张 量 及 其 变换 


物理 量 在 正 交 变换 下 具有 不 同 的 变换 性 质 . 按照 变换 性 质 的 不 同 , 可 以 把 物 
理 量 分 为 不 同 阶 的 张 量 . 


(1) REF MATS 


在 三 维 空间 的 正 交 变换 下 ， 如 果 一 个 量 9 的 变换 规律 是 
p =p (12. 22) 

则 叫做 标量 ( 零 阶 张 量 ) 或 不 变量 . 例如 时 间 长 度 、 标 量 势 以 及 电磁 场 能 量 密度 等 ， 
都 是 三 维 空间 正 交 变换 下 的 标量 . 

在 三 维 空间 正 交 变换 下 ， 如 果 一 个 量 少 的 变换 规律 是 

y = det(R)Y, 

AP R EREE, det (R) 是 和 矩阵 的 行列 式 , 4 det(R) 王 十 1 时光 是 标量 ， 
det(R)=—1 WARS. 在 转动 变换 下 (det(R) 王 1)， 履 标量 与 标量 没有 区 别 ; 
在 反射 变换 下 (det(R) 二 一 1), 两 者 相差 一 个 符号 . 


* 62° 狭义 相对 论 


第 见 的 一 个 硅 标 量 是 三 维 体 元 
dV = dz, A dz, A day. 
式 中 的 符号 ”人 ? 称 作 外 积 ,与 一 般 乘 积 运算 不 同 的 是 它 满足 反 交 换 律 
dz A dy =— dy A dx (dz A dr=0). 
根据 外 积 的 反 交 换 律 以 及 正 交 变换 (12. 10) 式 的 性 质 ,不 难 证 明 三 维 体 元 的 变换 满 
足 的 腹 标 量 的 变换 规律 : . 
dV’= dz, A dx, A dz, 

= RRR adz; A dz; A dx, 

= (Ri RR — Ry RzRaz)dr, A dx, A dx, ++ 

= det(R)dz, A dx, A dx, = det(R)dV. 
第 3 步 是 因为 对 i,;,k 求 和 共有 27 项 ,但 三 个 指标 中 有 两 个 相同 时 ,由 外 积 的 定 
义 知 该 项 为 0, 所 以 只 剩 下 三 个 指标 互 异 的 6 项 ,构成 正 交 变换 矩阵 的 行列 式 . 


(2) RERPRAE 


设 在 三 维 空 间 中 有 三 个 量 的 集合 {X,1i 二 1,2,3) ,在 正 交 变换 下 的 变换 规 
律 是 


(12. 23) 


X, =R,X; (X= RX), (12. 24) 
则 X=(X,,X,,X,)7 叫做 矢量 (1 阶 张 量 ). 以 后 我 们 将 矢量 的 矩阵 表示 简 记 作 
X= (X,,X,,X;). 
例如 位 移 、 速 度 、 电 流 密度 ,电场 强度 等 都 是 矢量 . 坐标 基 矢 显然 是 一 个 矢量 , 由 
(12. 12) 式 可 知 它 的 变换 规律 为 


如 果 三 个 量 的 集合 {Y; 1i 二 1,2,3} 在 正 交 变换 下 的 变换 规律 是 
Y; = det(R)R,Y, (Y’ = det(R)RY), 
人 则 YY==(Y;) 叫 做 寿 矢 量 (1 MARKE). 例如 一 切 角 量 (角速度 、 角 动量 等 ) 和 磁感应 
强度 均 为 厢 矢 量 . 2 
在 转动 变换 下 ， 厢 矢量 和 矢量 没有 区 别 , 但 在 反射 变换 中 两 种 矢量 的 行为 不 
一 样 . 如 图 12. 4(a) ， 设 空间 反射 变换 为 
(x;) 一 (zi) = (— Zz;). 

这 既 可 以 看 成 是 坐标 轴 反 射 而 矢量 不 动 , 也 可 以 看 成 是 坐标 轴 不 动 而 矢量 反射 , 即 
X(z,) > X(— x), Xlr) > X’(—2z,). 
BRBESARNEABAB.Y: =Y, ,也 有 两 种 等 价 的 看 法 :可 以 看 成 坐标 轴 反 
SRR) ,或 者 看 成 坐标 轴 不 动 , RRR AA Be. 由 图 12. 4(b) 可 
以 看 出 , 一 切 按 右手 (或 左手 ) 定 则 所 定义 的 有 向 量 正 具 有 这 种 性 质 , 例如 设 一 个 
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xX, 


X(x) 


10 


X3 


I 
1 
1 
I 
1 
l 
I 
i 
1 
x (-x,) A 


(a) 矢 量 的 反射 变换 (b) 大 矢量 的 反射 变换 
图 12.4 反射 变换 下 矢量 和 寿 矢 量 的 变换 


刚体 的 角速度 在 SCzi) 系 中 的 方向 同 e ,是 按 右手 定 则 定义 的 , 即 逆 着 e 方向 观测 
刚体 作 逆 时 针 转 动 . 反射 变换 后 按 左 手 定 则 定义 ,角速度 在 S'(z';) 系 中 的 方向 同 


—e,=e. 
(3) 二 阶 张 量 和 质 张 量 


在 三 维 空间 中 , 二 阶 张 量 有 3 =9 个 分 量 (X; 17 三 1,2,3). 若 在 正 交 变换 
FT, 具有 规律 
Xi, = RRXs (X 一 RXR7)， (12. 25) 
MERE (X) 叫 二 阶 张 量 . 
欧 氏 空间 的 二 阶 张 量 可 以 用 一 个 3X3 和 矩阵 表示 
Xu 入 12 X13 
(X;) = x Xz J ’ 
Xa X39 X33 
也 可 写成 并 矢 形式 
X 一 Xieiei (12. 26) 
克 罗 内 克 符 号 8 是 一 个 二 阶 单位 张 量 ( 度 规 张 量 ) ,利用 基 矢 的 变换 规律 容易 
证 明 6; 满足 二 阶 张 量 变换 规律 
=e ee; 一 及 Rien。en 
SRR 0m = R Re = 05. 
最 后 一 步 利 用 了 正 交 变换 的 规律 (12. 10) 式 . 二 阶 单位 张 量 的 矩阵 表示 即 为 (12. 4) 
式 , 还 可 以 表示 为 并 矢 形式 
T= Ô;e;€; = ee; T ee, T ezez. (12. 27) 
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如 果 集 合 {Y; | 一 1,2,3)} 的 分 量变 换 还 需 乘 变换 矩阵 的 行列 式 因子 ， 即 
Y’ = det(R)R,RyY_ (Y’ = det(R)RYR”). 
RENERE. 


(4) 三 阶 单位 履 张 量 (长 线 ) 一 一 菜 维 - 齐 维 塔 张 量 


一 个 很 重要 的 高 阶 张 量 是 由 单位 矢 的 混合 积 构成 的 莱 维 - 齐 维 塔 张 量 ,也 叫做 
三 阶 单位 寿 张 量 ,定义 为 
十 1 (jk EBF), 
Exe = (e; Xe)’ & 二 (i,j,k EAP), (12. 28) 
0 “《 任 二 指标 相等 )， 
所 谓 “ 奇 序 ”" 和 “ 偶 序 ”是 指 以 (i,j,k) 一 (1,2,3) 为 标准 作 置 换 , 交 换 奇 ( 偶 ) 次 就 是 
奇 ( 偶 ) 序 ,例如 
E123 = En 一 €231 = 1. 
由 定义 看 ， 莱 维 - 齐 维 塔 张 量 的 几何 意义 就 是 直角 坐标 系 的 基底 , 偶 序 代表 偶 
次 反射 ,不 改变 坐标 系 的 左 、 右 性 质 ,基底 不 变 号 . 奇 序 代表 奇 次 反射 ， 坐 标 改 变 
A. AHR, 基底 要 变 号 . 容易 验证 莱 维 - 齐 维 塔 张 量 的 乘积 有 下 列 性 质 ， 
Ò; On 
Og OF 
莱 维 - 齐 维 塔 张 量 可 用 来 缩 并 某 一 张 量 , 使 之 反对 称 化 . 例如 ,对 (12. 28) AA 
F e 后 对 & 求 和 ( 缩 并 ), 即 得 


(12. 29) 


Ess’ ijk = 204 9 Eel ge = 


EjkER = e; X €; 9 


右边 是 反对 称 的 . 
12.4 三 维 张 量 的 运算 规则 
(1) 加 法 和 减法 


两 个 阶 数 相同 以 及 维 数 相同 的 张 量 可 以 进行 加 减 , 所 得 结果 是 同 阶 的 张 量 ， 
例如 两 个 二 阶 张 量 之 和 仍 为 二 阶 张 量 : 
X, +Y, = Z;. 


(2) 缩 并 
缩 并 是 张 量 特有 的 运算 ,是 令 张 量 的 两 个 脚 标 相等 并 对 其 求 和 ,也 就 是 用 殉 
氏 符 号 相 乘 . 例如 缩 并 n 对 指标 所 得 新 张 量 降低 2n 阶 . 以 四 阶 张 量 Xi 为 例 , 令 


二 1 并 对 i RKA, N] 
One X jn zj X ju ’ 
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Xa = RR RR, XN, np a OpR nR ig X mpa —= RaR uX mmg 9 
式 中 用 到 RR ip =Omp ; 故 Xi 是 一 个 4 一 2 一 2 阶 张 量 . 又 如 ,对 二 阶 张 量 T, 的 下 
标 : 一 7 求 和 ,得 到 一 个 标量 Tg = Ty +T +T. 


(3) 外 积 ( 张 量 积 ) 


外 积 是 将 > 阶 张 量 的 每 一 个 分 量 与 阶 张 量 的 每 一 个 分 量 相 乘 ,得 到 一 个 十 
s 阶 张 量 . 例如 两 个 矢量 X AY, 的 外 积 是 二 阶 张 量 , 其 分 量 为 
XY, = Z;, (12. 30) 
亦 即 


Z XY, X,Y, X,Y, 


区 XY, ar 
X3Y, XY, XY; 


(4) 内 积 ( 缩 并 积 ) 


r 阶 张 量 和 s 阶 张 量 的 内 积 是 先 求 外 积 ， 再 对 一 个 指标 施行 缩 并 ,得 到 ~ 十 * 一 
2 阶 张 量 . 例如 两 个 矢量 X MY, 的 内 积 是 1 十 1 一 2 二 0 阶 张 量 ,矢量 的 内 积 就 是 
我 们 熟知 的 矢量 的 点 积 (标量 积 ) 
(X,Y) = XY, = X.Y, (12. 31) 
以 上 的 做 法 实际 上 是 用 0, 缩 并 
X,Y= XYe,*e, = 6XY, = X,Y.. 
对 于 两 矢量 X 和 YY;, 求 外 积 后 青 用 ej; 缩 并 可 得 矢量 的 又 积 ( 反 称 化 积 )》 


cy. = (XXY),, (12. 32) 
写成 矢量 式 就 是 
el @ @; 
XXY= |X, X: X,|= epe:X, Y.. (12. 32’) 
Yi. Yoo 
(5) 梯度 
梯度 运算 是 对 张 量 求 偏 导 ,其 算 符 为 
nd 
Ve relies a Fees } (12. 33) 
这 是 一 个 矢量 算 符 ,利用 (12. 11) 式 可 知 分 量 的 变换 为 
Cc ee EA 
dx; 3x ax, i Az,” 


这 与 矢量 变换 相同 . Kr 阶 张 量 的 梯度 是 > 十 1 阶 张 量 . 例如 标量 p 的 梯度 构成 一 
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个 天 量 , 和 天 量 的 梯度 是 二 阶 张 量 : 


dx 94, 
VA FA 
(6) KÈ 
散 度 运算 是 梯度 的 缩 并 , 散 度 算 符 定义 为 
re 2, (12. 34) 


因 求 梯度 后 张 量 的 阶 数 增加 1, 缩 并 后 降低 2, 所 以 + 阶 张 量 的 散 度 是 ~ 一 1 阶 张 


E. 例如 ,矢量 X(X,) 的 散 度 是 标量 ,二 阶 张 量 XX, ) 的 散 度 是 矢量 : 
IXa, 3Xn 


V. X =e.ee,— =e, (12. 35) 
Ox; az; 
(7) 旋 度 
矢量 和 CX;) 的 旋 度 也 是 一 个 矢量 
el ez 6 
YX 天 一 a, a, 3; = C€ ip one, (12. 36) 
Xi XG 2X , 
我 们 来 证 明 后 一 表达 式 . 设 反 对 称 二 阶 张 量 
Yi OX; OX, s Ye: 
ERA 3 个 异 于 零 的 分 量 


Yr =— Yn, Ya =— Yz, Ys =— Y's. 
因而 可 以 将 上 述 3 个 独立 分 量 写成 一 个 矢量 ,Y 一 elY2z。 十 ezYai Hes Yaa. 用 列 维 - 西 
维 塔 张 量 sx 来 表示 就 是 


Ya 


— €;; ——~ 多 
7 ijk Ox; 


OX, E aX, 
Y = e£; an," 
称 之 为 旋 度 矢量 . 
为 了 以 后 的 应 用 ,我 们 也 将 矢量 形式 的 V 运算 公式 罗列 如 下 
V (fg) = f(Vg) + g(Vf), 
V(X YM =XxX(VXYN+YXK(VKXY)+(X-VOY+ Y. VX, 
V>-(fX) =Vf-X+fV-X, 
Ve (XXY)= (VXX).Y— XX. (VXY), (12. 37) 
V. (XY) = (V- XY+ AX. VY, 
VX (fX) = Vf xXX+ fVX xX, 
VX (X¥XY) = Y.V): X—(X-VY+(V-Y)X—(V-> XY. 
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不 难 验 证 , (12. 37) 式 与 上 面 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 运算 的 运算 是 一 致 的 . 例如 , 设 
T =XY,T,=X,Y, ,并 矢 的 散 度 (12. 37) 式 中 的 第 5 式 化 为 
Ve (XY)= (V- XY (X.。 WY 
_ aX, aY; at; 
一 3 +X; Ag = Ix 
与 二 阶 张 量 的 散 度 (12. 35) 式 相同 . 
12.5 例 :连续 介质 和 电磁 场 的 应 力 张 量 
作为 例子 ,也 为 了 以 后 的 应 用 ,介绍 连续 介质 和 电磁 场 的 应 力 张 量 . 
(1) 连续 介质 的 应 力 张 量 


如 图 12. 5， 以 介质 中 一 点 O 为 原点 建立 直角 坐标 (zi,zz zs) 坐标 轴 的 单位 
矢量 是 (el ,e;,e;). 设 dc(ABC) 是 单位 方向 矢量 为 e, 的 无 穷 小 面 元 ,两 侧 的 介质 
在 单位 面 元 上 的 作用 力 称 作 此 面 元 的 应 力 工 作 如 图 所 示 的 三 个 相互 垂直 的 无 穷 
小 面 元 de, (OBC) „do, (OAC) Ail de; (OAB) ,其 上 的 应 力 分 别 是 五 ,T 和 下 .按照 
力 的 平衡 条 件 


Tds = T; do, + T, do, + T, do; 一 T do;. (12. 38) 


图 12.5 连续 介质 中 的 应 力 张 量 


因为 方向 矢量 e, 的 分 量 就 是 方向 余弦 
e, = (cosa »COSaz ,COSa3 ) = (e, * €)€, 。6y6e。63)， 
所 以 三 个 面 元 是 
de; = docosa, = dæ, +e; (i= 1,2,3). 
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在 面 元 do; 上 的 应 力 T; 又 可 分 解 为 
T; = Tye, + Tye, + Tye, = Tye; > (12. 39) 
于 是 力 的 平衡 条 件 (12. 38) 式 成 为 
了 一 了 Telj。e 一 Teei。e, 一 了 。e， (12. 40) 
其 中 的 并 矢 
Tafe: (12. 41) 
我 们 将 9 个 量 T; 构成 的 3X3 和 矩阵 称 作 连续 介质 的 应 力 张 量 , T; 是 作用 在 面 元 
do; Kite, 方向 的 应 力 ,分 成 3 个 法 向 应 力 ( 正 应 力 )T 和 6 个 切 向 应 力 ( 剪 应 力 ) 
T; GAj). 对 于 不 存在 黏 性 的 各 向 同性 理想 介质 , 仅 有 法 向 应 力 而 无 切 向 应 力 ( 详 
见 22. 3 节 ). 
当 分 量 T, 的 下 标 i(j) 固 定 而 取 j(i)= 二 1,2,3 时 ,T 对 7(z) 而 言 是 矢量 的 分 
量 , 满 足 矢量 变换 规律 , 故 在 正 交 变换 下 
T= 二 RaTa (i 固定 )， 
T, 一 ReT， (EI). 
当 ij 分 别 取 1,2,3 时 ， 


了 = R,R T 9 


yr gy 


故 T; 是 二 阶 张 量 . 
(2) 电磁 场 应 力 张 量 


根据 麦克 斯 韦 电磁 场 理 论 , 在 电磁 场 内 部 的 任意 体 元 内 电磁 场 受 到 体 元 外 部 
的 电磁 力 ,表现 为 作用 在 体 元 边界 上 的 应 力 ,9 个 分 量 构成 电磁 场 应 力 张 量 . 我 们 
将 在 16. 1 节 证 明 , 真 空 电 磁场 中 的 电磁 场 应 力 张 量 为 
T; = EE, + pHH,; — ôw, 


或 者 表示 为 并 矢 
T = T,ee, =EE+pHH—wl . 
AF E RH 分 别 是 电场 强度 和 磁场 强度 ,w 是 电磁 场 能 量 密度 . 

我 们 来 看 TT, ) 的 物理 意义 . 为 简单 计 , 假设 只 存在 电场 E=Ee,,e, 是 电场 
线 的 切 矢量 . 对 任意 的 无 穷 小 面 元 da, 设 其 法 向 矢量 e, Se, 的 夹 角 为 9. AT - 
e, =e, » AIA IN 

T= T .e, = E’ cosh, — SE 'e,. 
有 下 面 两 种 特例 : 
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(1) 如 果 面 元 的 表面 法 线 与 电场 平行 ,cos9 二 1, 故 电场 应 力 为 
T— Eten Ce, Me). 


即 作用 在 面 元 do HAERA DH E ,方向 平行 于 
D 如 果 表 面 法 线 与 电场 垂直 ,cosb 一 0, 则 
T=- 3eE’e,, (e, | e), 


即 电场 应 力 沿 一 e 方向 与 五 垂直 . 利用 电场 应 力 可 以 解释 电荷 之 间 的 排斥 和 
吸引 . 

对 于 仅 存 在 磁场 的 情况 可 以 类 似 讨 论 ,我 们 将 在 22. 4 节 分 析 磁 流体 运动 方程 
时 加 以 说 明 . 


13 内 氏 时 空 的 张 量 分 析 
13.1 闵 氏 度 规 和 线 元 一 一 时 空间 隔 
将 时 间 坐 标 取 为 mm 一 c#, 四维 闵 氏 时 空 坐 标 统一 记 作 


(Xo yxi TT ) = (dsx). 
根据 时 空间 隔 不 变性 [ 见 (4.5) 式 ] ,任意 两 个 邻近 的 时 空 太 P(xo 9 1 9 Fy 1 Fs) AA 
QC Fdz 1x, Hdx; ,zs dr ,x 十 dx;) 的 时 空间 隔 为 
ds’ = da, — dri — dx; — dx; = ,dx, dx,, (13. 1) 
这 里 已 经 用 到 求 和 惯例 , 式 中 
1 0 0 0 
0 —1 0 0 
fiy m o aa a gs (pv = 0,1,2,3). (13. 2) 
0 0 0 —l1 
和 欧 氏 空间 类 比 ,我 们 将 时 空间 隔 ds 叫做 闵 氏 线 元 ,加 叫做 闵 氏 度 规 . 由 时 空间 陋 
不 变性 决定 的 几何 称 作 阅 氏 几何 , 它 是 闵可夫 斯 基 专 门 为 相对 论 建立 的 , 
不 难看 出 , 闵 氏 度 规 与 欧 氏 度 规 很 相似 ,都 是 对 角 元 素 不 为 0, 闵 氏 度 规 的 对 
角 元 素 为 土 1 ,而 欧 氏 度 规 的 对 角 元 素 全 为 1. 因此 也 将 头 氏 几何 称 作伪 欧 几 何 , 相 
应 地 , 闵 氏 线 元 和 度 规 也 称 作 伪 哆 线 元 和 伪 欧 度 规 . 由 此 可 见 , 闵 可 夫 斯 基 物 理 时 
空 可 以 用 伪 欧 几 里 得 几何 空间 来 表示 . 
为 了 便于 应 用 我 们 熟知 的 欧 几 里 得 几何 规律 ,在 狭义 相对 论 中 还 可 以 采取 男 
外 一 种 复 欧 氏 坐标 ， 即 把 时 间 坐 标 取 成 虚数 xy ict G= 一 1), 并 将 空间 和 时 间 
坐标 统一 记 作 
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《Zi sT 9 T3 1X4) 一 (xit). 
由 此 构成 的 时 空 连续 域 {z， |u=1,2,3,4} , 称 作 ( 复 ) 闵 氏 时 空 . 
在 闵 氏 坐标 (xz,) 下 ,时 空间 隔 (13. 1) 式 成 为 


ds =— 6,,dx,dz, =— dz,dz,, (13. 3) 
其 中 的 二 阶 张 量 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
》 "YY 一 1,2,3,4). 13. 4 
Ow a (usy ) 《 ) 
0O 0 0 1 


就 是 四 维 欧 氏 度 规 , 它 是 三 维 欧 氏 度 规 (12. 4) 式 的 推广 ,所 以 该 空间 中 的 几何 就 是 
四 维 欧 氏 几何 . 
必须 说 明 : 引 入 虚 时 间 坐 标 并 不 表示 时 间 是 虚 的 ,纯粹 是 为 了 讨论 问题 的 方 
便 . 因为 四 维 欧 氏 空间 的 度 规 9. 是 三 维 欧 氏 空间 度 规 8; 的 扩展 ,因而 所 有 的 几何 
计算 具有 完全 相同 的 规律 . 在 以 下 的 讨论 中 将 主要 采用 这 种 表示 ,我 们 将 看 到 它 的 
许多 优越 性 . 
13.2 闵 氏 时 空 的 转动 变换 一 一 洛 伦 效 变换 
洛 伦 效 变换 (5. 3) 式 在 闵 氏 虚 坐 标 下 表示 为 
zi = yn + igra), 
T, = Xo 
x, = y(— ifr, +2,). 


1,2,3,4): 


y 0 0 iy 
10 0 
L(v) = 3 (13. 5) 
GO. ae VO 
一 D 0 0 y 
可 以 直接 验证 ,变换 系数 是 正 交 归 一 化 的 
L L = 9 
ae Ong (13. 6) 
LLa = òu- 
FERIA 
CLS] a L aL (13.7) 


与 (12.10) 式 比较 ,可 知 洛 伦 兹 变换 正 是 四 维 ( 复 ) 闵 氏 空间 的 正 交 变 换 . 
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于 是 , 洛 伦 兹 变换 可 以 写成 


L, = Lx, (13. 8) 
由 于 洛 伦 交 变换 逆 矩 阵 等 于 变换 矩阵 的 转 置 , 洛 伦 兹 道 变换 则 为 
T, = Lar, = Lot. (13. 9) 
进一步 ,容易 验证 工 的 行列 式 
det(L) =+ 1. (13. 10) 


故 (13. 5) 式 所 对 应 的 洛 伦 效 变换 是 四 维 坐 标 绕 z: 一 zs 轴 的 转动 变换 .图 13. 1 是 
二 维 实 闵 氏 时 空 {x ,czi) 的 洛 伦 兹 变换 与 复 闵 氏 空 间 {x,ict}) 的 转动 变换 图 的 比较 ， 
图 13. 1(b) 中 的 圆 在 转动 变换 下 保持 不 变 , 对 应 于 实 闵 氏 时 空 图 13. 1(a) 中 的 双 
曲线 . 


(a) 实 闵 氏 空间 的 洛 伦 兹 变换 (b) 复 闵 氏 空间 的 转动 变换 
图 13.1 洛 伦 兹 变换 的 两 种 表示 


引入 虚 转 角 pS 
$ = arctan(— =!) = arctan(if). (13. 11) 
即 有 
tang = iB, 
区 =y, (13. 11’) 
sing = 178. 


将 (13. 11) 式 与 (10. 11) 式 比较 ,这 里 的 虚 转 角 $ 与 实 闵 氏 空间 的 实 转 角 p 的 关 
系 为 
tang = itang = tanh(ig). 


于 是 , 洛 伦 效 变换 矩阵 (13. 5) 式 又 可 以 写成 


mole: 狭义 相对 论 
cosg 


Li) = (13. 12) 


0 0 
Lo 0 
0 0 1 
一 Sing 0 0 cos 
这 一 结果 说 明 , 若 采 用 复 闵 氏 坐 标 (x,ict), 则 洛 伦 兹 变换 是 转角 为 $ 的 转动 变换 
[参见 (12. 16) 式 ] ,满足 转动 变换 的 一 般 规律 
L(g)” =L p) = L(y)’. (13.13) 
洛 伦 兹 变换 矩阵 还 可 以 用 指数 形式 表示 . 与 三 维 欧 氏 空间 的 转动 群 类 似 [ 见 


(12. 21) 式 ], 将 (13. 12) 式 写成 


0001 

L(g) = exp(J$), J= ae: (13. 14) 
0-0 -OL 0 
2 0: 0 


类 似 于 12. 2 节 的 做 法 ,利用 这 一 表示 可 以 很 方便 地 证 明 洛 伦 兹 变换 构成 群 . 又 因 
为 洛 伦 兹 变换 群 满足 正 交 性 (13.7) 式 和 乏 模 性 (13. 10) 式 , 它 故 属于 四 维 么 模 正 交 
群 (或 特殊 正 交 群 ) , 记 作 SOC). 


13.3 四维 张 量 及 其 变换 


采用 复 闵 氏 坐 标 (z,) 后 , 闵 氏 时 空中 的 张 量 在 形式 上 和 欧 氏 空间 的 张 量 一 
样 .并且 在 转动 变换 下 , 张 量 的 性 质 是 一 样 的 . 这 就 简化 了 相对 论 的 数学 表述 . 下 
面 不 加 证 明 地 给 出 闵 氏 时 空中 的 张 量 . 


(1) 标量 


标量 只 有 一 个 分 量 , 在 洛 伦 效 变换 下 其 值 不 变 
p = ©. (13. 15) 
例如 时 空间 隔 s AATRE E r= s/c MENRE RRE. 
Bk PGs [a] A = AE Rc A — DE, BN 2s 9 Ec the DE. 类 似 
F (12. 23) 式 的 证 明 ,四 维 体 元 在 洛 伦 效 变换 下 保持 不 变 
da’ = dz, A dr} A dr} A dx, = da. (13. 16) 


(2) KE 


四 维 闵 氏 矢量 有 4 个 分 量 , 前 3 个 分 量 是 普通 三 维 空间 的 矢量 , 第 4 分 量 是 
狭义 相对 论 特 有 的 , 叫 类 时 分 量 , 记 作 
x (13.17) 
在 洛 伦 效 变换 下 ,四 维 矢量 的 变换 是 
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X, =L,X, (X= LX). (13. 18) 
其 中 的 和 是 4X1 列 矩阵 , 例如 事件 在 四 维 时 空中 的 坐标 (z,) 一 (zi'ict)， 就 是 四 
维 位 置 矢量 ,其 变换 规律 就 是 洛 伦 兹 时 空 变换 式 . 在 洛 伦 兹 变换 下 ,矢量 的 “ 模 方 ” 
保持 不 变 ,因为 
XX, = XTX’ = X'L'LX = X'X. (13. 19) 
X 是 六 的 转 置 ,为 1X4 行 矩阵 . 

有 两 点 要 说 明 . 第 一 , 在 四 维 复 闵 氏 空间 的 数学 计算 与 实 欧 氏 空间 完全 相同 ， 
RB RABE A ITE. 例如 ,矢量 的 “ 模 方 ”是 指 上 面 二 次 式 , 不 是 指 复 矢 
BEAT XTX" (X" HX EH). 再 例如 ,两 个 矢量 的 标量 积 是 

XTY = ò, X,Y, = X,Y,, 
而 不 是 复 矢 量 的 内 积 X Y”. 

第 二 ,因为 由 (13. 3) 定 义 的 间隔 为 一 dy = ids)” ,与 12 节 以 前 的 情况 不 同 . 相 

应 地 ,矢量 的 分 类 也 要 改变 


|X|? = xx 0, CRITE); (13. 20) 
>0, KRZR). 
(3) 二 阶 张 量 
在 四 维 时 空中 ,二 阶 张 量 有 和 4 二 16 个 分 量 , 构 成 一 个 4X4 方 阵 
X 
"ER (X;) Ge 
an Xou 


Xa X42 X43 Xu 
其 中 左上 角 的 9 个 分 量 (X; ) 是 属于 三 维 欧 氏 空间 中 的 张 量 , 由 (13.4) 和 (13. 5) 式 
定义 的 9. 和 工 , 都 是 二 阶 张 量 . 在 洛 伦 兹 变换 下 ,二 阶 张 量 的 变换 为 
X’, = LL pX ops (X = LXL"). (13. 21) 
逆 变 换 是 
X,, = LL yXig.(X = L'X'L). 
All FAK (0 2k 2S Be ME A) A (13. 6) (13. 10) 式 ,可 证 二 阶 张 量 有 3 个 不 
变量 ， 
(a) 张 量 的 迹 rX) =X, 不 变 
tr(X’) = tr(LXL") = tr(XLL') = tr(X); (13. 22) 
Cb) 行列 式 det(X) 不 恋 
det(X’) = det(LXL7!),= det(L)det(X)det(LT) = det(X) (13. 23) 
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(c) 缩 并 积 XX, RE 
XX py = Lall al eX aXe = Sa0pXpXa = XepXop- (13.24) 


(4) 四 维 菜 维 - 齐 维 塔 张 量 


将 三 维 列 维 - 西 维 塔 张 量 ex 推广 到 四 维 空间 ,我 们 定义 一 个 四 维 莱 维 - 齐 维 增 
张 量 


=<—1, mva b 为 奇 序 ; (13. 25) 
0, 任 二 指标 相同 . 
这 里 的 奇偶 序 是 以 (1,2,3,4) 为 标准 ,例如 


E1234 T €2134 一 E243 一 l. 


不 难 验证 , 它 与 克 罗 内 克 符 号 的 关系 为 


上 uysa: B 为 偶 序 ; 
Eurag — 


O01, Ôi, O19 Ôg 
ed (13. 26) 
Òs, O4, Ò 4a Oap 
并 满足 以 下 关系 式 
so 一 | aae aee a (13.27 
Ôp Ôp Og Op! 
Ôa Ô 
Ewana? = 2 At (13. 28) 


由 于 在 洛 伦 兹 变换 下 5, 不 变 ,由 上 面 的 性 质 可 知 四 维 莱 维 - 齐 维 塔 张 量 的 每 一 个 
分 量 也 保持 不 变 . 

四 维 莱 维 - 齐 维 塔 张 量 是 一 个 很 有 用 的 张 量 ,可 用 来 缩 并 某 一 张 量 , 使 之 反 称 
化 [ 见 下 面 的 (13. 34) 式 ]. 


13.4 四 维 张 量 的 运算 规则 


四 纵 张 量 的 加 减 和 乘法 等 代数 运算 与 三 维 张 量 的 运算 规则 相同 ,例如 四 维 矢 
量 的 内 积 为 (12. 31) 式 的 推广 ,(X,Y) 二 X,Y,. 下 面 仅 介绍 微分 运算 . 


(1) 梯度 
四 维 空间 的 梯度 算 符 是 三 维 哈密 顿 算 符 V 的 推广 ,定义 为 
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2-(2 a )= (v,-+2). (13. 29) 


IX, ax,’ 9x, c at 
前 3 个 分 量 是 普通 三 维 空间 的 梯度 , 第 4 分 量 是 时 间 的 变化 率 . 梯度 运算 将 张 量 
的 阶 数 增加 1 ,例如 标量 场 p 的 梯度 39p/az, 是 矢量 . 梯度 算 符 是 闵 氏 空间 中 的 矢量 
算 符 , 在 洛 伦 效 变 换 下 按 矢量 规律 变换 ,由 (13. 18) 式 可 得 


dU, Oi ad 
ax, ax, Ox, az, “en 


(2) 散 度 


张 量 的 散 度 运算 是 梯度 的 缩 并 , 新 张 量 比 原来 的 降低 1 阶 . 例如 矢量 X, 的 散 
度 是 标量 


A a a Se (13. 31) 
标量 即 为 不 变量 ,利用 矢量 和 梯度 的 变换 规律 式 可 以 证 明 

ax’, OX, ~ 3X; aX, 

ri a ers (13:32) 
所 以 矢量 的 散 度 在 洛 伦 效 变换 下 是 不 变量 . 


(3) 旋 度 


旋 度 是 由 梯度 构成 的 高 1 阶 的 反对 称 张 量 . 我 们 主要 关心 四 维 矢量 X, 的 旋 
度 , 它 是 一 个 二 阶 反 对 称 张 量 , 其 分 量 为 


aX, aX, __ 
w ax, ax, = Ta (13. 33) 
把 整个 张 量 写 出 来 就 是 
0 Yi Ys Yu 
—Y i 0 Yz Yo 
Y = ’ 
. — Y}; —Yz; 0 Ya 
—Yu — Yzy —Yu 0 
左上 角 部 分 的 9 个 分 量 (Yy ) 是 三 维 空间 的 旋 度 矢量 V XX. 由 于 反对 称 性 ,四 维 矢 
量 的 旋 度 张 量 只 有 6 个 独立 分 量 . 
利用 四 维 莱 维 - 齐 维 塔 张 量 ,可 将 (13. 33) 式 简化 为 
aX 
Yi E Eau aa 
其 中 a,8 的 取 值 应 保证 es, 二 1, 例 如 当 pw 二 12 时 ,应 取 B= 34; 
3X aX, aX, aX, 


2 ds 
AX, T Esz Ix, Ox; 0% 


(13. 34) 


Y. = E3412 


ate 狭义 相对 论 


由 于 在 洛 伦 效 变 换 下 e。。 保持 不 变 , (13. 34) 式 按 二 阶 张 量 的 变换 规律 (13. 21) 式 
更 为 方便 的 是 ,可 用 四 维 莱 维 - 齐 维 塔 张 量 构成 一 个 不 变量 Cap Vw op ,因为 由 
四 维 莱 维 - 齐 维 塔 张 量 的 性 质 (13. 27) 式 ,我 们 有 
(ap Y py Y op ) 一 EapE aah Y pw Y op po Yap 
Ôa Ön 


S e a o Ye Ya Yp Ys = Pda), 


Se. ee Oe, Oe 
式 中 用 到 张 量 的 反 称 性 ,根据 (13. 23) 式 可 知 上 式 为 不 变量 . 综合 (13. 24) 式 可 知 反 
对 称 旋 度 张 量 有 两 个 不 变量 : 
EmapY wY op 一 EnapY Yop， (13. 35) 
J (13. 36) 
我 们 将 在 14. 1 节 看 到 这 两 式 的 应 用 . 


(4) 四 维 拉 首 拉 斯 算 符 
四 维 拉 普 拉 斯 算 符 是 三 维 算 符 : 


v2 二 
A 三 V 一 V。V 一 9 
的 推广 ,其 定义 为 
0 
3 = V TA (13. 37) 
利用 梯度 的 变换 (13. 30) 和 (13. 6) 式 ,可 得 其 变换 规律 为 
/ a = a as 3? 9 
本 二 ax) az, E LaL yp Ix, 9X, a IL, IL, =U; (13. 38) 


所 以 拉 普 拉 斯 算 符 是 一 个 标量 算 符 ,在 洛 伦 兹 变换 下 形式 不 变 . 
综合 本 节 内 容 , 我 们 将 四 维 时 空 的 张 量 定义 及 其 计算 公式 归纳 为 表 13.1, 
并 记 
2, = =(¥,-+2), (= 1,2,3,4). 
表 中 有 意识 地 将 求 和 用 欧 氏 度 规 写成 6,x,y, 二 xy, ,这 是 因为 在 许多 文献 中 
常常 采用 实 的 时 空 坐标 (xz， |~=0,1,2,3) E 《ct 1 9X93 ) ,相应 的 微分 算 符 为 
ESEE ANNE E N- 
WS ( c at 


在 此 情况 下 ,只 需要 将 表 中 的 四 维 欧 氏 度 规 换 成 (13. 2) 式 定义 的 闵 氏 度 规 : 


V). (u = 0,1,2,3). 
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一 1 0 0 0 

7 1 0 0 
oe Te =) 4 9 1 Ol? 

000 1 

洛 伦 效 变换 系数 换 成 由 (5. DREK a, 

y 一 0 0 
L —>a_ = =e 4 aes ; 

s j 0 0 1 0 

0 0 0 1 


例如 时 空间 隔 和 洛 伦 效 变换 分 别 为 
ds’ = n, dx,dz,, 


d eh a 
Ey T Awy’  WwF pad 一 Map 


3213.1 四 维 时 空 的 张 量 及 其 运算 


四 维 时 空 坐标 Ly = CX 9X2 9X3 rictd 张 量 的 加 法 

时 空 线 元 (时 空间 隔 ) 。 ds2 一 一 dzusdz， 矢量 的 外 积 (ro 分 量 ) 

转动 变换 ( 洛 伦 兹 变换 ) zz, 一 上 Lx,， 矢量 的 内 积 
GuL pak vp = Sap MERRET) 

零 阶 张 量 (标量 ) p =o 矢量 的 散 度 

一 阶 张 量 (矢量 ) X,=LywX, FB WEE G 分 量 ) 

二 阶 张 量 Xo SLL igXop 拉 普 拉 斯 运算 
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Xa A 

(XY), =X,Y, 

(X,Y) =6,X,Y, 
grad,p= 3,9 

div(X) =6,,9,X, 

curl, (X)=4,X,—3,X, 
(1X=6,,9,0,X 


运动 物体 的 电动 力学 的 洛 伦 兹 理论 基础 与 相对 性 原理 是 一 致 的 . 


一 一 爱 因 斯 坦 ( 论 运动 物体 的 电动 力学 》 


第 4 章 电动 力学 的 相对 论 形式 
14 电磁 场 方程 的 协 变性 


由 狭义 相对 性 原理 和 光速 不 变 原理 必然 导出 洛 伦 兹 变换 式 . 考察 一 种 物理 理 
论 是 否 满足 狭义 相对 性 原理 ， 就 看 它 在 洛 伦 兹 变换 下 是 否 具 有 不 变形 式 , 通 常 把 
这 种 性 质 叫 做 具有 洛 伦 兹 协 变性 . 1905 年 爱 因 斯 坦 在 人 论 运动 物体 的 电动 力学 ) 一 
文中 指出 ,麦克 斯 韦 方 程 在 洛 伦 兹 变换 下 具有 不 变性 . 这 就 意味 着 麦克 斯 韦 电 动力 
学 满足 狭义 相对 性 原理 . 1909 年 闵可夫 斯 基 进 一 步 指出 ， 如 果 引 入 四 维 时 空 , 将 
麦克 斯 韦 方程 表示 为 张 量 方程 ,可 以 直接 看 出 它们 的 洛 伦 兹 协 变性 . 所 谓 张 量 方 
程 ,是 指 每 一 项 都 是 同 阶 张 量 . 例如 一 个 二 阶 张 量 方程 

Xia = Ys t Legs 
在 洛 伦 兹 变换 下 ,每 一 项 具有 相同 的 变换 规律 X, 二 LL,sX。s，…, 使 得 变换 后 的 
方程 与 原 方程 的 形式 相同 

X = Y, Ta ， 
因此 我 们 说 该 方程 具有 洛 伦 兹 协 变性 . 


14.1 万 克 斯 韦 电 磁场 方程 


我 们 主要 讨论 真空 中 的 麦克 斯 韦 电 磁场 方程 ,在 本 节 最 后 讨论 介质 中 情况 . 真 
空中 的 电磁 参数 取 为 
一 =, c= ! : 
g bor € Eo dae 
设 电 场 强 度 和 磁感应 强度 分 别 为 E 和 B, 则 真空 中 的 麦克 斯 韦 方程 是 


1 OE 


Ve-E=“, 
ec (14.1) 


V-B=0, 
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这 4 式 分 别称 作 全 电路 安培 定律 .电场 高 斯 定理 、 磁 场 高 斯 定理 和 法 拉 第 电磁 感应 
定律 , 其 中 的 电荷 密度 p 和 电流 密度 矢量 j 还 满足 电荷 守恒 定律 


v. J+% =o, (14. 2) 
at 
定义 三 维和 天 势 A 和 标 势 ,与 场 强 量 的 关系 为 
_ Å (14. 3) 


由 于 一 个 矢量 由 其 旋 度 和 散 度 决定 ,所 以 由 矢 势 和 标 势 并 不 能 唯一 确定 场 强 量 . 设 
三 为 任意 的 标量 函数 , 作 如 下 变换 : 
AA’ 一 4 十 V 
， (14. 4) 
| 
将 它们 代入 (14. 3) 式 ,由 于 V XVf=0, TACA, p) 5 A, gp ) 对 应 相同 的 场 强 量 . 
具有 这 种 性 质 的 变换 称 作 规范 变换 ,对 规范 变换 的 限制 叫做 规范 条 件 . 
在 电动 力学 中 一 般 引 和 人 洛 伦 兹 规范 条 件 ， 即 
V.A+ 广 他 一 0 (14.5) 
这 实际 上 限制 了 (14. Ost eae f 的 取 值 应 满足 
vp bof Lo 
cC Ot 
顺便 指出 ,在 经 典 电动 力学 中 洛 伦 效 规范 条 件 并 非 必需 的 ,我 们 也 可 以 引入 库仑 规 
范 条 件 V， A 二 0. 但 是 在 量子 电动 力学 中 ,只 有 满足 费 米 提 出 的 新 洛 伦 兹 规范 条 
件 的 物理 量 才 真实 地 反映 客观 电磁 现象 ,不 满足 此 条 件 的 解 将 是 非 物理 的 ( 刘 辽 ， 
2003), 
在 洛 伦 兹 规范 条 件 下 ,用 电磁 势 描 述 麦 克 斯 韦 场 方程 为 
VA- = 3 4 =— pods 
2 (14. 6) 


这 就 是 达 朗 贝尔 波动 方程 . 
以 上 是 我 们 熟悉 的 电磁 场 内 容 , 与 狭义 相对 论 是 相 容 的 . 下 面 我 们 将 它们 改 成 
闵 氏 空间 的 张 量 形式 ,说 明 场 方程 的 洛 伦 兹 协 变性 ,并 揭示 电场 和 磁场 的 统一 性 . 


14.2 场 方程 的 四 维 电 磁 势 表示 
首先 考虑 电流 密度 矢量 J 和 电荷 密度 jp. 
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因为 电荷 的 运动 产生 电流 ,相对 于 电荷 静止 的 观测 者 测量 到 电荷 密度 ,相对 运 
动 的 观测 者 则 测量 到 电流 密度 . 根据 狭义 相对 论 运动 的 相对 性 ,这 两 者 之 间 的 区 别 
是 相对 的 . 我 们 假定 它们 合 在 一 起 构成 一 个 四 维 矢量 : 


J= ips (14.7) 
称 作 四 维 电流 密度 . 则 电荷 守恒 定律 (14. 2) 
at, =0. (14. 8) 


再 来 讨论 三 维 矢 势 A 和 标 势 p. 
达 朗 贝尔 波动 方程 表明 标 势 是 由 静止 电荷 激发 的 , 矢 势 则 由 电流 激发 ,我 们 进 
一 步 假 定 它们 合 在 一 起 也 构成 四 维 矢量 ,叫做 四 维 电磁 势 


A, = (Ate); (14. 9) 
在 此 假定 下 ,规范 变换 (14. 4) 式 和 洛 伦 兹 规范 条 件 (14. 5) 式 成 为 
A, > AL 一 4 二 3 (14. 10) 
aA, = 0. (14.11) 
在 洛 伦 效 规范 下 , 达 朗 贝尔 波动 方程 (14. 6) 式 可 以 统一 成 一 个 四 维 矢 量 方程 
DA, =3,3A, =— mJ, (14. 12) 


当 u=1,2,3 和 1/ 一 4 时 ,分 别 是 (14. 6) 式 的 矢 势 方程 和 标 势 方程 . 

(14. 8) 式 和 (14. 11) 式 表明 四 维 电 流 密度 和 四 维 势 是 无 散 的 (四 维 散 度 为 0)， 
这 暗示 在 狭义 相对 论 中 必须 把 电流 和 电荷 密度 、 矢 势 和 标 势 看 成 统一 体 . 它们 的 区 
别 是 相对 的 , 是 观测 者 所 在 的 参考 系 不 同 而 引起 的 . 在 假定 A, AS, 是 四 维 矢 量 
的 情况 下 ,上 述 电动 力学 方程 都 是 张 量 方程 ,因此 具有 洛 伦 兹 协 变 性 , 或 符合 狭义 
相对 性 原理 . 事实 上 ,由 (13. 32) 式 立即 知道 , (14. 8) 式 和 (14. 11) 式 在 洛 伦 效 变换 
下 的 形式 不 变 . 再 由 拉 普 拉 斯 算 符 和 矢量 的 变换 规律 

Her A bA La 
可 知 (14. 12) 式 变换 为 
O'A; =— poJ,. 

所 以 麦克 斯 韦 势 方程 具有 洛 伦 效 协 变性 , 


14.3 场 方程 的 电磁 场 张 量 表示 


对 四 维 矢 势 A, 取 旋 度 , 可 得 一 个 二 阶 反对 称 张 量 [参见 (13. 33) 式 ], 将 其 定 
义 为 电磁 场 张 量 ( 麦 克 斯 韦 张 量 ): 
F„ =32,A, — 2A, =— Fy” (14. 13) 
其 中 :Fj 二 一 F; (i,j 二 1,2,3) 是 三 维 空间 的 普通 旋 度 ,根据 (14. 3) 式 的 第 1 式 , 表 
PEAD E: 
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F; = 0A; — 0,A; 一 (V XA); = Bi» 
(i> j — k — i H). 
Fy=—Fy(k=1,2,3) 9th F (14. 3) 式 的 第 2 R, 即 电 场 分 量 ;: 


0 @Ay 1(a4 dN i 
Fy = OX, OX, 7 C at T Er. 


故 (14. 3) 式 合 起 来 构成 电磁 场 张 量 ， 即 
E Be eB —-+E, 


0 B, 一 上 
F, =—F, = gol (14. 14) 
0 —-—E, 
C 
eee eee 0 
左下 角 的 元 素 可 根据 反对 称 性 求 出 . 读者 可 以 验证 ,此 式 可 以 反 过 来 表示 成 
Rasif BS stu. (14. 14’) 


注意 莱 维 - 齐 维 塔 符号 的 应 用 ,例如 
B, = L (eves Fa + €132F 2) = + (Fr — Fy.) = Fa. 


利用 电磁 场 张 量 可 以 把 麦克 斯 韦 场 方程 (14. 1) 式 改写 成 张 量 方程 . 前 两 式 写 
成 电磁 场 张 量 的 散 度 方程 
OF, = pol, (14. 15) 
后 两 式 合 并 成 一 个 三 阶 张 量 方程 
aF 十 3.F ar, = O, (14. 16) 
式 中 的 3 个 指标 互 不 相同 ,因为 有 相同 指标 时 为 恒等式 . 
不 难 验证 , 在 (14. 15) 式 中 取 wx 一 1,2,3 就 是 全 电路 安培 定律 (14. 1) 式 的 第 1 
式 , 例 如 取 polit 
aF, 2B; 9B, i aE, 
Iz, gr gr č eid) 
4 2E, = pol 13 
在 (14.15) 式 取 p= 4 就 是 电场 高 斯 定理 (14. 1) 式 的 第 2 式 : 
Dis i = JE, os) 


dx, ee ax; OX, AT 


ea Ve E = poles 
Bp. 


。82 >» 狭义 相对 论 


V» E = p/s; 
在 (14. 16) 式 中 取 (wwh) 一 (1,2,3) 对 应 于 磁场 高 斯 定理 (14,. 1) 式 的 第 3 式 ， 
E i 0 


Izy gx! IT 
FE (14. 16) RB Cu vA) 一 (2,3,4),(3,4,1) 及 (4,1,2) 分 别 对 应 于 电磁 感应 定律 
(14. 1) 式 的 第 4 式 的 3 个 分 量 式 ,例如 (wy'A) 三 (2,3,4) 时 
i/9B, 3E, 3E、 ifraB， = 
(BB) iB coxe,]-0 


C Ix, Ax 
14.4 介质 中 场 方程 的 电磁 场 张 量 表示 


我 们 知道 ,在 电磁 介质 中 的 麦克 斯 韦 方 程 为 


V .有 一 2， 
V-B=0, 


VX E=— 2B 
at 


与 真空 电磁 场 方程 (14. 1) 式 不 同 的 是 前 两 个 方程 ,我 们 来 求 它们 的 电磁 场 张 量 
表示 . 

对 于 均匀 和 各 向 同性 介质 ,磁场 强度 H 与 磁 感 强度 台电 位移 也 与 电场 强度 
E 的 关系 满足 方程 : 


(14. 17) 


p=&, H=2. (14. 18) 


H 
我 们 只 需 将 真空 条 件 下 所 得 结论 中 的 电磁 参数 作 以 下 替换 : 
EY>éE09 H flo» 
也 就 得 到 介质 中 场 方 程 的 相对 论 形式 ,这 种 情况 不 必 另 行 讨 论 . 
但 是 ,在 一 般 情况 下 场 强 之 间 的 关系 是 
B 


D=.¢E+P, H==-—M. (14. 19) 
u 


其 中 的 极 化 强度 已 和 磁化 强度 MM, 分 别 取 决 于 介质 的 极 化 电荷 密度 p,、 极 化 电流 
密度 J, 和 磁化 电流 密度 J m: 


V. Pp, P- 


Ot 
将 (14. 19) 和 (14. 20) 式 代入 的 (14. 17) 式 的 前 两 式 , 得 到 与 (14. 1) 式 的 前 两 式 
相同 的 形式 


J,, VXM= Jn. (14. 20) 


第 4 章 电动 力学 的 相对 论 形式 . 83， 


1 JE / 


/ (14. 21) 
V-E= 全 
Eo 
其 中 的 总 电流 密度 和 电荷 密度 : 
J =J+J, +Ja e 一 0 十 pr (14. 22) 


不 仅 包括 传导 电流 和 自由 电荷 p, 还 与 极 化 和 磁化 有 关 . 仿照 (14. 7) 式 ,我 们 可 


J = (J sep"). (14. 23) 

和 14. 3 节 情 况 类 似 ,(14. 21) 式 可 以 用 电磁 场 张 量 表示 为 
9,F, = pol (14. 24) 
这 就 是 说 ,介质 中 的 场 方 程 与 真空 场 方程 形式 上 相同 ,只 需要 用 四 维 总 电流 密度 


J. 替换 传导 电流 密度 J. 
我 们 也 可 以 采用 另 一 种 方法 ,使 得 方程 右边 不 出 现 极 化 .磁化 电流 和 极 化 电 
荷 . 将 (14. 19) 式 代入 (14. 17) 式 的 前 两 式 可 得 


9 


= Se 
Vx (B pM) = E at 


(E+=)+ pod 
(14. 25) 
y. (E++)= 2 


0 Eo 
不 难 发 现 , 如 果 在 真空 电磁 场 方程 (14. 1) 式 的 前 两 式 中 作 以 下 的 替换 : 
B—B— uM, E>E+-, 
就 得 到 (14. 25) sh. 因此 我 们 将 真空 电磁 场 张 量 (14. 14) 式 按 上 述 替 换 加 以 改变 , 定 
义 介质 中 的 电磁 场 张 量 为 


j P 
0 B; — uM, — (B, — yoM;) ~1+(E +2) 


Eo 


G, = i cae = ， (14. 26) 
0 =a (E) 


0 
左下 角 的 元 素 可 根据 反对 称 性 G, = —G,, 得 到 . 于 是 介质 中 场 方程 (14. 25) 式 的 电 
磁场 张 量 表 示 可 以 写成 
ac = Lod p (14. 27) 
进一步 ,介质 中 的 电磁 场 张 量 式 (14. 26) 可 以 分 为 两 部 分 
G, =F, — mM,» (14. 28) 
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其 中 的 二 阶 反 对 称 张 量 M., 与 介质 的 极 化 强度 和 磁化 强度 有 关 , 称 作 矩 张 量 ; 
0 M, —M, iP, 
… 0 M iP, 
M, 一 一 AM， = nee al (14. 29) 
eee eee 0 icP , 
0 


将 磁化 电流 、 极 化 电流 和 极 化 电荷 合 在 一 起 ,定义 四 维 诱导 电流 密度 : 


J“ = (Ja +J,s1¢0,) > (14. 30) 
不 难 验 证 ,(14. 20) 式 也 可 以 写成 四 维 形式 : 
aM, = JM. (14. 31) 


BR, Lie 31) 式 乘 上 jy 后 与 (14. 24) 式 两 边 相 减 就 得 到 (14. 27) 5K. 
可 见 , 介 质 中 电磁 场 方程 的 四 维 形式 有 两 种 表示 :(14. 24) 式 反映 电磁 场 张 量 

与 四 维 总 电流 密度 的 关系 ,介质 的 影响 体现 在 总 电流 密度 之 中 ; (14. 27) 式 则 是 介 
质 中 的 电磁 场 张 量 与 四 维 电 流 密度 的 关系 ,电磁 场 张 量 包含 了 介质 的 极 化 和 磁化 
强度 . 在 关系 式 (14. 31) 之 下 ,这 两 种 表示 完全 等 价 . 

综合 本 节 的 讨论 ,在 假定 J, MA, 都 是 四 维 矢量 的 情况 下 ,麦克斯韦 电磁 场 
方程 与 狭义 相对 论 是 相 容 的 . 我 们 将 场 方程 的 两 种 形式 归纳 为 表 14. 1, 从 中 可 以 
明显 看 出 电动 力学 的 协 变性 , 


表 14.1 电磁 场 方程 的 两 种 表示 形式 


四 维 张 量 形式 三 维 矢量 形式 
连续 性 方程 a,J =0 v- /+ 空 =。 
规范 条 件 3pA,=0 AtZ=0 
se 
波动 方程 9,9.A, = —po], 


场 强 与 势 的 关系 Fy =9,A,—9,A, E=-—24_y 


V- 
v XB 一 证 名 +J 
电磁 场 方程 OF wy = poly 


ILG w =u], RIF pw =u], 


DVF w ta Fa 十 9F 一 0 vxE=— 2 


第 4 章 电动 力学 的 相对 论 形式 . 85> 


15 ”电磁场 的 洛 伦 效 变换 


应 当 指出 ， 在 四 维 时 空中 , 无 论 是 电磁 矢 势 A 和 标 势 p, 还 是 电场 和 磁场 B 
都 不 是 四 维 矢 量 , 由 (14.9) 式 和 (14. 14) 式 可 知 ,它们 是 统一 的 四 维 势 撩 A, 和 电 
磁场 张 量 下 ,的 不 同 分 量 . 因此 电场 和 磁场 的 区 别 是 相对 的 , 视 惯性 系 不 同 而 不 
同 . 正如 爱 因 斯 坦 所 说 

“电磁 场 显现 为 一 个 统一 的 物理 结构 ,在 每 一 空间 -时 间 点 上 由 六 个 

分 量 来 确定 ,这 一 结构 的 形式 上 的 性 质 用 麦克 斯 书 方法 加 以 描述 . ” 

这 里 所 说 的 电磁 场 分 量 可 以 是 电磁 场 强度 (E,, B,) 或 电磁 势 (A;,q) ,也 可 以 是 电 
磁场 张 量 (F,) 或 者 四 维 电磁 势 (A,). 下 面 我 们 通过 讨论 各 分 量 的 洛 伦 兹 变换 , 体 
会 电磁 场 的 统一 性 . 


15.1 电磁 势 和 场 强 的 洛 伦 兹 变换 
(1) 电磁 势 的 变换 


设 S 相对 于 S 的 速度 为 vo 二 ve; ,四维 电磁 势 矢量 在 两 系 中 的 分 量 分 别 为 A, 


和 A', 满 足 矢 量变 换 (13. 18) 式 
A,=L,A, (A’ = LA). (15. 1) 


根据 洛 伦 效 变换 (13. 5) 式 ,电磁 和 拓 势 和 标 势 的 变换 为 
A 7(A - že)» 
A; = Ags (15. 2) 
Ae = Ass 
p = y(p— A). 
TRE My 
/ U 7 
A, = 1 Ai te"); 
A, = Aj; (15. 3) 
A. = AL, 
9 一 yg 十 z41). 
但 根据 矢量 的 变换 性 质 (13. 19) 式 ,四 维 矢量 的 长 度 不 变 
2 
AA, = |A|?— a = inv.. 
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(2) 电磁 场 张 量 的 变换 


设 电 磁场 张 量 在 SAS 系 的 分 量 分 别 为 Fe 和 下. 在 洛 伦 兹 变换 下 ,电磁 场 
张 量 的 变换 规律 满足 二 阶 张 量 变换 (13. 21) 式 


F, = LLP (F = LFL*). (15. 4) 
将 洛 伦 效 变换 (13. 5) 和 (14. 14) 式 代入 (15. 4) 式 ,我 们 得 到 S 系 中 的 电磁 场 张 量 
0 y(B+3E) -y(B-ŽB) te 
F, = 0 B, — -y QB, +E) | 
0 
(15. 5) 


另外 ,根据 反对 称 张 量 的 性 质 (13. 35) 和 (13. 36) 式 ,由 电磁 场 张 量 的 缩 并 可 得 
两 个 不 变量 


F 
FF, = FeFe FaFa + = 2(B—), (15.6) 
Ewapl wo" op = FaFa — Pi Fig +o 一 一 Sig ° E, (15.7) 


Cc F 
(15. 6) 式 是 对 4 阶 张 量 缩 并 两 对 指标 ,降低 4 阶 成 为 标量 ;(15. 7) 式 是 对 8 阶 张 量 
缩 并 4 对 指标 后 也 成 为 标量 . 


(3) 电磁 场 强度 的 变换 


根据 (14. 14) 式 ,S 系 中 的 电磁 场 张 量 应 为 
六 


~ Bo aE 
/ 1 2 
F, = 
0 = —E: 
0 


与 (15. 5) 式 比较 , 即 得 电场 强度 和 磁 感 强度 的 变换 关系 


E; = E, 9 B; = B, ? 
E, = y(E,+~B;), <B,=y(B,-2E;/c’), (15. 8) 
E; = y(E; — vB,). B, = y(B;, + vE,/c’). 
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或 者 写成 矢量 形式 : 
Z (v . E)v 
E = y(E+ 0 xB- 1 Pe), 
E i Í i (15. 8’) 
em _v __Y_ (wv:B)v 
B =7(B TAE Jl 2 ). 
令 v 一 一 v BVA AB BARR. 上 述 变 换 也 可 以 对 (15. 2) 式 直接 求 导 得 到 , 
再 利用 (15. 6) 式 和 (15. 7) 式 ,电磁 场 强度 的 变换 必定 满足 两 个 关系 
éB — E = éB? —E”, (15.9) 
B-E=B -F. (15. 10) 


这 两 式 表 明 : 如 果 在 S 系 中 的 电场 已 >cB, 则 在 其 他 惯性 系 中 也 有 E >B, RS 
亦 然 ;如 果 S 系 中 的 电场 强度 与 磁感应 强度 垂直 或 者 其 中 之 一 为 0, 则 在 其 他 惯性 
系 中 也 垂直 或 者 其 中 之 一 为 0. 


(4) 介质 中 电磁 场 强度 的 变换 
和 上 面 的 求解 方法 相同 ,对 于 由 (14. 29) 式 定义 的 矩 张 量 , 变 换 关 系 为 


M = Lyle pg. (15.11) 
我 们 得 到 极 化 强度 和 磁化 强度 的 变换 关系 为 


Pi 一 Pi， Mi = M,; 
| = ¥(P, 十 zMa/c )， a = y(M, — vP,), (15. 12) 
Py =y(P;—W,/c), (My = 7(M, vp,). 

将 (15. 12) 式 和 (15. 8) 式 代入 (14. 19) 式 ,又 可 以 求 得 电位 移 和 磁场 强度 的 变换 


D =D,, HA =H. 
e = y(D, +vH;/č ), j = y(H, 一 zD;)， (15. 13) 
D, = 7(D,—vH,/c), (H; =7(H;+w,). 

读者 可 以 参考 (15. 8) 式 ,将 (15. 12) 式 和 (15. 13) 式 写成 矢量 形式 . 
不 难看 出 ,描述 电场 的 物理 量 E, P, DARRAR B.M, H 的 变换 形式 分 别 
HA, RAER E MvB, MA vP , H 和 wD 分 别 具 有 相同 的 量 纲 . 


15.2 ”电场 和 磁场 的 相互 关系 


我 们 来 分 析 电 场 和 磁场 的 相互 关系 . ABH, RRS MS AWARE 
vc, 这 时 可 将 (15. 8 ) 式 中 y 因子 忽略 ,成 为 
Ex E'—vXB (veo), (15. 14) 


BB +50XE Ce (15.45) 


这 两 式 正 是 低速 情况 下 的 电磁 感应 定律 和 安培 定律 ,在 狭义 相对 论 中 它们 是 在 坐 
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标 变换 下 自然 得 到 的 结论 . 

我 们 来 看 两 种 特例 . 

d) RE S 系 中 仅 测 得 磁场 而 无 电场 

E’=0, B #0. 
那么 , TES 系 中 的 不 仅 测 得 磁场 , 还 测 得 附加 电场 
BB, Ex—vXB =—vXB. 
这 个 电场 五 是 观测 者 相对 于 磁场 运动 产生 的 ， 即 所 谓 “ 电 磁感应 ", 下 面 来 证 明 这 
一 点 ， 
对 电场 取 旋 度 [ 见 (12. 37) 式 的 第 7 A] 
V X EX— VX (v XB) 
=— 0(V-B)+BCV> v)—(B-V)u+ (ve VOB. 

因为 w 是 常 撩 量 ,B 无 散 (V， B=0) ,右边 的 前 三 项 全 是 零 ,最 后 一 项 则 为 


_ dz, 2B 3B 
SON ae a 3 
最 后 一 步 是 因为 E 二 0, 在 S 系 中 的 磁场 必定 是 稳 恒 的 , 即 dB /dt 一 0, 忽 略 时 间 


膨胀 效应 , 则 在 S 系 中 有 


o= oB dB _ 2B | dz; 2B 
dt” t ot dt az, 
因此 下 面 的 等 式 成 立 
—_ 9B 
VXES= 7, 
这 就 是 法 拉 第 电磁 感应 定律 . 


例如 ,假设 在 S' 系 中 存在 永久 磁场 B 和 一 个 静止 的 试验 电荷 q. 在 S 中 存在 

HH BB ,由 于 观测 者 认为 q 以 速度 运动 ,受到 磁场 力 
F” = qv XB, 
但 试验 电荷 并 没有 作 加 速 运动 , 它 必定 还 受 一 个 与 磁场 力 等 值 反 向 的 电场 力 
F =— F” =— qv XB = qE. 

所 以 在 S 中 不 仅 存 在 磁场 而 且 有 电场 . 

(2) 如 果 在 S' 系 中 的 观测 者 仅 测 得 电场 而 无 磁场 

E #0, B=0. 

那么 , 与 之 作 相对 运动 的 S 系 中 的 观测 者 , 不仅 测 得 电场 ， 还 测 得 一 个 附加 的 
磁场 


ExE’, Bx>vxE xz 
c 


对 磁场 取 旋 度 ,与 上 面 的 证 法 相同 
CVX BY VX (uv XE) = vV. E)—(vu: VE 
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RR ee er 
Eo Eo at 


故 得 到 安培 定律 


_ 1 aE 
VX B= pod 十 天 ro 


可 见 磁场 B 是 由 于 观测 者 相对 于 电场 的 运动 产生 的 , 即 所 谓 电流 的 磁 效 应 ” 

综 上 所 述 ,电场 和 磁场 统一 成 一 个 整体 ,这 就 是 电磁 场 张 量 . 我 们 测量 的 电场 
和 磁场 , 力 是 不 同 坐 标 系 观测 的 结果 . 相对 论 虽 然 没 有 改变 麦克 斯 韦 的 电磁 场 理 
论 , 却 揭示 了 电磁 场 的 内 部 联系 ! 


15.3 ”运动 电荷 产生 的 电磁 场 

为 了 应 用 电磁 场 和 电磁 势 的 变换 式 , 我 们 用 两 种 方法 分 别 讨论 匀速 和 加 速 运 
动 电荷 产生 的 电磁 场 . 

(1) 匀速 运动 电荷 产生 的 电磁 场 

设 一 个 点 电荷 g 沿 zi(Czi) 以 速度 w% 一 ze; 相对 于 惯性 系 S 均匀 运动 .在 9 静止 
的 惯性 系 S' 中 仅 存 在 静电 场 


Ta’ B = 0. 
0 


i t =1=0 HLF A RRA EE, IDR REA SIA 
r 一 (7Y(Zi =U) sTo 9 T3 )， 
r? =f (rn ty H+. 
根据 电磁 场 强 度 变换 (15. 8) 式 


注意 到 电荷 4 为 不 变量 ,得 到 S 中 的 电磁 场 为 


YC — vt sT sT) 


BO 
dxeo [Fz mv 二 zx 十 zx] 


Koge YOTs — T2) vXE 
B(r,t) = 一 一 一 -一 一 一 一 一 二 全 一 . 
ne [Pa na tata? 
(15. 16) 式 也 可 以 先 求 电磁 势 的 变换 A 一 A, ,再 对 A, 求 导 得 到 . 
我 们 讨论 :二 0 时 的 电磁 场 分 布 . 这 时 的 电场 和 磁场 分 别 为 
E(r,0) = = es eee 
Aner (1-8 + (Be n” 
TN e St 
4r? §=(1—-# +(Ben)’) 


(15. 16) 


(15,17) 
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式 中 n==r/r 是 电磁 波 传播 方 同 的 单位 矢 . 可 
见 ,电磁 场 分 布 不 是 均匀 的 . 与 电荷 运动 速度 
平行 方向 上 (“nn 二 土 ), 电 磁场 较 小 ;与 电 
荷 运动 速度 垂直 方向 上 (B， “一 0) 的 电磁 场 
较 大 ,如 图 15. 1 Bras. 

显然 ,在 低速 近似 下 ,8->0 但 v 40, ER 
退化 为 静电 场 和 稳 恒 磁场 

ECr,0) = OR 


3 
KE” 


图 15.1 义 速 运动 电荷 的 电场 分 布 Br,0) =T + ocg). 
4 


xr 
(2) 加 速 运动 电荷 产生 的 电磁 场 


在 这 种 情况 下 ,直接 采用 电磁 场 变换 的 方法 将 导致 求解 过 程 十 分 复杂 ,但 我 们 
可 以 利用 电磁 势 的 变换 关系 ,因为 电磁 势 与 加 速度 无 关 . 事实 上 ,求解 达 朗 贝尔 波 
动 方程 (14. 6) 式 ,得 到 任意 电荷 o 和 电流 了 激发 的 电磁 势 为 


Art) = 让- | ae ay, 
(15. 18) 


— Po o(r,»t — R/c) 
g(r, t) Hs | R —dvV,. 


式 中 :r Ar, 分 别 是 场 点 已 和 源 电荷 9 的 矢 径 ; 
R=|r 一 r.| 二 n，(r 一 r。) 是 从 源 到 场 点 的 距离 ， 
单位 矢量 为 n;R/c 二 t 一 t. 是 电磁 波 从 源 到 场 点 的 
传播 时 间 ,如 图 15. 2 所 示 . (15. 18) 式 表明 在 时 空 
A Cr, t) AIR REE E Cre te =t — R/c) AHI E f 
分 布 产 生 的 , 即 所 谓 的 推迟 势 . 所 以 电磁 势 与 源 电 


荷 的 速度 有 关 而 与 加 速度 无 关 
设 点 电荷 g 以 速度 一 ve 在 惯性 系 S 中 加 ，。。 
图 15.2 加速 电荷 在 ~ 处 的 电场 
速 运动 (vconst. ). 我 们 建立 一 个 瞬时 静止 惯性 aun 


系 $ , 它 相 对 于 运动 电荷 a 瞬时 静止 ,在 此 系 中 仅 
有 电荷 o 而 无 电流 了 ,所 以 电磁 势 为 
1 q t 
Po Are R A E 
AP RES 中 测量 源 电荷 到 场 点 的 距离 ,等 于 光波 的 传播 时 间 与 光速 之 积 , 利 用 
洛 伦 效 变换 
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R’ = cAt’ = y(cAt— BAr,) = RA — Be n). 
根据 电磁 势 的 变换 式 (15..3), 在 某 一 瞬时 上 惯性 系 S 中 电磁 势 是 
yv / foqvu 
A(r,t) = (+¢ 0:0) = 一 一 一 一 一 一 ， 
F ) 4nR(1— B- n) TE 


OET E q 
pe =E Are RO= B. n) 


KP u=dr,/dt, 是 电荷 运动 速度 ,此 式 称 作 李 纳 - 维 谢 尔 势 . 
但 是 在 求 导 时 应 该 考虑 到 :根据 推迟 势 的 定义 ,上 式 左边 是 上 的 函数 ,而 右边 
则 是 t 的 函数 ,这 两 个 时 间 的 关系 是 


t. sk sgp ka (r) — r. Ct.) ). 
C C 


对 其 微分 后 化 简 : 
ERTE RN 
es a pen 
由 此 得 到 偏 微分 关系 : 
Ite 1 = n 
a pen’ Ba pen) 
进而 求 得 微分 算 符 的 关系 为 
2 
at oot Ot, «= 1 — Be nat,’ 
V=V +v Z =V- 2 
oE a e cA— pen) at,’ 


式 中 的 V. 表示 求 导 时 t 不 变 . 
利用 上 述 关系 对 (15. 19) 式 两 边 分 别 求 导 , 即 可 求 得 电磁 场 分 布 ,最 后 的 结 
果 是 


JA (v) (a) 
| dt £ (15. 20) 
B = V XA = B? +B”, 
p? = 4 (n—py—6) 
dreo RABe n)’ 
yo XE (15. 21) 
c $ 
E = q nX((a—B Xa] 
Areh RUB ens 
po —2XE®° es 


C 


其 中 的 第 一 部 分 EO” BO 是 匀速 运动 电荷 产生 的 电磁 场 , Be 的 方向 沿 n-p, B® 
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垂直 于 和 n 一 p. 由 于 它们 的 大 小 反比 于 R* ,主要 存在 于 电荷 源 的 附近 . 
第 二 部 分 中 的 
_dv_ dr, 
aor dt. de’ | 
是 电荷 的 加 速度 ,所 以 EO , BO 是 由 加 速效 应 产生 的 , 称 作 辐射 场 . 它们 有 以 下 
特点 : 
(1) 五 “ ,有 "都 与 传播 方向 垂直 , 且 互 相 垂直 , 即 
ne E® =n- B® = E@ . B® 一 0. 
(2) E® ,B® ,构成 右手 螺旋 系 , 即 
E@ BO 
Eo * BO 
(3) 其 大 小 反比 于 尺 ,因而 它们 可 以 脱离 电荷 源 独立 存在 ,在 远 场 区 辐射 场 起 
主要 作用 ,表现 为 电磁 波 . 


16 电磁 场 的 运动 方程 
16.1 电磁 场 动量 定理 和 能 量 定理 


一 Nn, 


Cl) 电磁 场 动量 定理 


在 电磁 场 中 的 荷 电 物 体 要 受到 电磁 场 的 作用 力 一 一 洛 伦 兹 力 . 设 o 和 w 是 电 
荷 的 体 密度 和 运动 速度 ,J 二 pu 为 电流 密度 , 则 单位 体 元 电荷 所 受 的 电磁 力 即 洛 伦 
兹 力 密度 为 
f =p(E+uXB)= Æ +JXB. (16. 1) 
利用 麦克 斯 韦 场 方程 (14. 17) 式 ,可 将 上 式 用 场 量 表示 为 


aD 


f= (V+ D)E+(VXH—S-)xB 


= (V+ D)E+ (VX H)X B+ (VX E)X D—< (DXB) 


=F [ED.+ HB — (4E . D+ 3H ; B)T |-2 xs). (16. 2) 


这 里 用 到 矢量 微分 公式 [ 见 (12. 37) 式 的 第 2 和 第 5 式 j]: 


(VX E)XD=V:> (ED -4E - DI )—EV-D, 


(VXIDXB=V> (HB -—+H- BI’), (V»B=0). 


2 
TRA 
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save Te, (16. 3) 
这 就 是 经 典 电动 力学 中 的 电磁 场 动 量 定理 ,或 动量 平衡 方程 . 式 中 
g™ = DXB (16. 4) 


是 电磁 场 动量 密度 , 即 单位 体 元 内 的 电磁 动量 . 因为 电磁 场 对 电荷 具有 作用 力 , 导 
致电 荷 产 生机 械 动量 , 它 是 由 电磁 动量 转化 来 的 . 


T° = ED+HB—+(E-D+H-B)T (16. 5) 


定义 为 电磁 场 应 力 张 量 . 式 中 ED 和 HB EYR, 了 是 二 阶 单位 张 量 [ 见 (12. 27) 
式 ]. 我 们 在 13. 5 节 初 步 分 析 过 这 个 张 量 , 设 电磁 场 中 一 个 无 穷 小 面 元 dS=dSe,, 
该 面 元 的 单位 面积 上 所 受 的 力 即 电磁 应 力 就 是 THT +e, 另外 ,由 于 此 应 力 
表现 为 电磁 动量 的 时 间 变 化 率 , 即 单位 时 间 内 通过 单位 面 元 的 电磁 动量 ,所 以 也 将 
一 个 mm 定义 为 电磁 场 动量 流 密度 . 因此 T; 有 两 种 等 价 的 解释 :看 成 应 力 张 量 时 ， 
T; 是 作用 在 垂直 于 e; 单位 面 元 上 沿 e; 方向 的 应 力 ;如 果 看 成 动量 流 密度 ,一 T; 是 
单位 时 间 内 通过 垂直 于 e; 单位 面 元 上 沿 e; 方向 的 动量 . 

故 (16. 3) 式 表明 荷 电 体 受 到 的 洛 伦 兹 力 来 自 电 磁场 . 如 果 令 g 代表 荷 电 体 的 
机 械 动量 密度 ( 详 见 22 节 ) ， 因 为 

_ dg 
f= dt’ 
则 (16. 3) 式 可 以 改写 为 
YI 一 于 (8 二 8 )， (16. 6) 


即 电磁 场 应 力 张 量 的 散 度 等 于 总 动量 (机 械 动 量 和 电磁 动量 ) 的 变化 率 . 利用 张 量 
函数 的 高 斯 公式 对 上 式 作 体积 分 


= ee Z| gte™ av. (16. 6’) 
av y 


因为 电磁 动量 流 密 度 为 一 个 ~“, (16. 6 ) 式 表明 流 进 体 元 边界 3V 的 动量 等 于 体 元 
V 中 的 总 动量 的 增加 ， 即 电磁 现象 的 总 动量 守恒 定律 . 

(2) 电磁 场 能 量 定理 

电磁 场 对 移动 荷 电 体 具有 做 功 的 能 力 , 电 场 力 移动 电荷 所 做 的 功率 密度 ， 即 
在 单位 时 间 内 移动 单位 体 元 电荷 所 做 的 功 . 由 式 (16. 1) 可 知 

feu=p(E+uXB)eu=J-E. (16. 7) 

因 磁 场 力 不 做 功 , 此 功率 即 为 焦耳 热 ( 电 场 力 做 的 功 ). 利用 麦克 斯 韦 方程 和 矢量 微 
分 公式 (12. 37) 的 第 4 式 ,不 难 证 明 
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ay (EX H)-= Z. D+H - B). 
故 电磁 场 能 量 定 理 ( 或 能 量 平衡 方程 ) 是 


m dw™ 
feu=—V-S S (16. 8) 
式 中 
w™ =35(E.D+H.B) (16. 9) 
是 电磁 场 能 量 密度 , 即 单位 体 元 内 的 电磁 场 能 量 . 
Sm =EXH (16. 10) 


是 电磁 能 流 密度 矢量 即 坡 印 亭 矢 量 ， 表 示 单 位 时 间 内 通过 单位 垂直 面积 的 电磁 能 
量 , 它 与 电磁 动量 密度 的 关系 是 

1 
Sm = 


0 f40 


将 (16. 8) 式 表示 为 积分 形式 : 
| gee 2 [wrav —os™ sip 
它 说 明 某 区 域 Y 内 消耗 的 能 量 等 于 电磁 能 量 的 减少 量 和 流出 边界 9V 的 能 量 ， 这 


就 是 坡 印 亭 定理 ,实际 上 是 能 量 守恒 定律 在 电磁 现象 中 的 表现 . 
因为 如 果 令 w 表示 电荷 的 机 械 能 量 密度 ,根据 功能 关系 : 


feu= 


dz ’ 


(DX B)= c’g™. (16. 11) 


则 (16. 8) 式 成 为 

V .Sm =— 2 (w+u™), (16. 12) 
其 积分 表示 单位 时 间 内 流出 边界 3V 的 能 量 , 等 于 体 元 内 的 总 能 量 的 减少 量 , 即 能 
量 守 恒定 律 . 
16.2 四 维 运动 方程 和 电磁 场 能 动 张 量 


以 上 诸 式 在 经 典 电 动力 学 中 早已 得 到 了 , 但 是 狭义 相对 论 则 把 它们 有 机 地 统 
一 起 来 . 
首先 定义 四 维 力 密度 


f= (L+S .可 = (s+ -E), (16. 13) 
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前 三 维 是 三 维 空间 的 洛 伦 效力 密度 ,第 四 维 表示 电场 力 的 功率 密度 . 它 的 矢量 性 
是 由 下 式 决 定 的 . 
四 维 力 密度 等 于 电磁 场 张 量 和 四 维 电流 密度 的 缩 并 积 : 


f, = FJ. (16. 14) 
证 明 如 下 : 
0 B, =B ~—iE/lT] 
F,J,= — B, 0 B s Har J: 
B, — B; 0 =iE /el | J; 
if, /c iE,/c iE,/c 0 ico 


pE: ae (J-B; — J,Bz) 

pE, + (JB — JiB) oE +J X 

opEs + JiB: — J,By) | w 

i C 
ZE, +J:E; + JsEs) 
所 以 在 (16. 14) 式 中 取 /一 1,2,3 得 到 洛 伦 效力 密度 (16. 3) 式 , 当 y 二 4 时 即 为 功率 
密度 (16. 8) 式 . 我 们 就 把 电磁 场 动量 定理 和 能 量 定理 统一 在 一 个 张 量 方程 中 , 即 
运动 方程 的 四 维 形式 , 称 之 为 电磁 场 的 四 维 运动 方程 . 

再 定义 一 个 四 维 二 阶 张 量 ( 以 下 省 略 上 标 “em”): 


一 1cgi 


(T;) — ig, 
pe 一 icg;|， (16:15) 
Ge eee eel 
各 项 的 物理 意义 为 


w= Tu 是 电磁 场 能 量 密度 (16. 9) 式 ; 

S; 王 icT, 二 Cg; 是 电磁 场 能 量 流 密度 (16. 10) 式 ; 

gi—1T /c=S,/? 是 电磁 场 动 量 密度 (16. 4) 式 ; 

T, = 二 T; 是 电磁 场 应 力 张 量 (16. 5) 式 ;一 了 为 电磁 场 动量 流 密度 . 
这 个 张 量 将 电磁 场 能 量 ( 流 ) 和 动量 ( 流 ) 密 度 统一 在 一 起 , 故 称 作 电磁 场 能 量 动量 
张 量 ,简称 电磁 场 能 动 张 量 . 

容易 验证 ，(16. 3) 式 和 (16. 8) 式 可 以 分 别 写成 
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以 上 两 式 合 写成 


paa (16. 16) 


Ix, 
此 即 电 磁场 运动 方程 的 能 动 张 量 表示 ,与 (16. 14) 式 等 价 . 因为 它 是 一 个 天 量 方程 ， 
显然 具有 洛 伦 效 协 变性 . 
与 (16. 5) 式 和 (16. 11) 式 的 做 法 类 似 , 如 果 引 入 荷 电 物质 系统 的 机 械 能 量 动 
量 , 可 以 将 四 维 力 用 机 械 能 量 动量 表示 ,再 将 其 与 电磁 能 量 动量 合并 为 总 能 量 动 
量 , 则 可 以 证 明 相 对 论 能 量 动量 守恒 定律 . 这 个 任务 留待 第 22 节 去 完成 . 


16.3 电磁场 能 动 张 量 的 洛 伦 效 变换 


电动 力学 的 相对 论 形式 ,不 仅 揭示 了 能 量 .动量 以 及 应 力 的 内 在 联系 ,而 且 提 
供 了 研究 运动 介质 电动 力学 的 方法 和 规律 . 单纯 运用 经 典 方 法 去 研究 这 类 问题 是 
异常 困难 的 , 但 是 在 狭义 相对 论 中 只 不 过 是 张 量 的 变换 而 已 . 
电磁 场 能 动 张 量 T, 的 变换 是 
Tao =LLyl. (T = LTL’). (16. 17) 
将 洛 伦 兹 变换 矩阵 (13. 5) 式 和 能 动 张 量 和 矩阵 (16. 15) {RA C16. 17) 式 , 即 得 到 能 动 
张 量 各 分 量 的 变换 式 ; 
w = (w— 2dS8,/c —v'Ty,/c’)s 
Si = 7% CA~—v/c7)S, + uw — Ta), 
Sz = 7(S; +7 y)s 
Ss = ¥(S, +T) 
Ty m VCE, + 20S, /c —vw/c’), 
Tiz = Y(T + w/c ), 
Tis = (Ti; 二 vwSi/e )， 
Tr = Tx, Tx = Tzs To = Tz. 
由 对 称 性 可 以 得 出 其 余 各 量 (g; 一 S/c Ti =T). 
我 们 来 研究 电磁 场 能 流 密 度 的 变换 情况 . 为 简单 起 见 , 设 S 系 和 S 系 的 相对 
速度 vc, 这 时 变换 系数 中 的 y 因子 可 忽略 . 并 假设 S 系 中 仅 有 电场 而 无 磁场 ， 即 
E+#0,B=0, W] S 系 中 的 能 动 张 量 简化 为 


(16. 18) 


E-E-E 2E E, 2E, E, 0 
ra| AEs E-E-E 2E, E; o| 
” 2 2E, E, 2E, E, E-E-E 0 

0 0 0 E 


代入 (16. 18) 式 ,得 到 S' 系 的 能 流 密度 : 
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So = vl py =e E, 
S; = 0113 = eve, E;. 
注意 到 tf T H m ， 即 Vy 二 v,v, 二 v 三 0, 上述 三 个 分 量 可 以 写成 和 拓 量 式 : 
S =— ep Ex (v X E). 
根据 15. 2 节 的 讨论 , 如果 在 S 系 中 仅 存 在 电场 且 v<c 时 ,在 S 系 中 的 电磁 场 是 


E =E, B =—+0 XE, 
C 


k = vw— Tu) = uE + E), 


故 有 
S = aE XB = E x H’. 
这 个 结论 说 明 ， 即 使 在 S 系 中 没有 能 量 流入 导体 , 但 在 S 系 观 测 ， 却 有 能 量 流 和 人 
导体 : 
S=EXH=0, S =E XH <0. 
同 理 ,S 系 中 没有 动量 流 而 在 S 系 观 测 却 存在 动量 流 ; 
g=S/’=0, g =S'/c £0. 
这 只 有 在 狭义 相对 论 中 , 把 能 量 .动量 和 应 力 等 统一 起 来 考虑 才 容 易 理 解 . 

至 此 ,我们 已 经 把 电动 力学 的 物理 量 全 都 写成 了 四 维 张 量 形式 ,并 且 把 各 个 
方程 式 全 部 写成 洛 伦 效 协 变 的 张 量 方程 ,但 条 件 是 A, A), 是 四 维和 天 量 . 它们 究 
竟 是 不 是 四 维 矢 量 , 在 逻辑 上 是 无 法 证 明 的 . 归根 到 底 , 电 动力 学 的 洛 伦 兹 协 变性 
并 不 是 理论 证 明 的 结果 ,而 是 狭义 相对 论 成 立 的 前 提 , 所 以 电动 力学 和 狭义 相对 论 
之 间 的 相 容 是 十 分 自然 的 . 电动 力学 的 协 变 性 要 由 实验 来 检验 ,迄今 为 止 , 人 类 还 
没有 发 现 有 任何 违背 狭义 相对 论 的 自然 现象 . 因此 , 麦克 斯 韦 电动 力学 和 狭义 相 
对 论 已 经 受 住 了 实验 的 考验 ,这 反 过 来 说 明了 四 维 电流 密度 和 四 维 势 具 有 矢量 性 
的 假设 是 正确 的 . 


相对 论 要 求 物理 学 中 的 方程 变 成 形式 相同 的 方程 , 如果 人 们 借助 于 
洛 伦 交 变换 来 变换 它们 的 话 . 
一 一 爱 因 斯 坦 ( 关 于 狭义 相对 论 的 文稿 ) 
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我 们 在 第 1 节 已 经 证 明 牛 顿 力学 具有 伽利略 协 变性 , 故 不 可 能 具有 洛 伦 兹 协 
变性 ,这 说 明 牛 顿 力学 不 服从 狭义 相对 性 原理 . 

牛顿 力学 不 承认 宇宙 中 有 极限 速度 . 例如 物体 在 恒 力 作用 下 ,不 管 加 速度 多 人 么 
小 ,只 要 力 的 作用 时 间 足 够 长 ,总 可 以 得 到 任意 大 的 速度 . 从 伽利略 速度 变换 容易 
看 出 ,在 不 同 惯性 系 所 观测 到 的 光速 并 不 相同 ,从 而 可 以 得 到 超 光 速 运动 . 总 之 ,无 
论 从 运动 学 角度 或 动力 学 角度 ,牛顿 力学 都 否定 存在 任何 不 变速 度 以 及 极限 速度 ， 
这 就 和 因果 律 的 绝对 性 相抵 触 了 . 例如 历史 上 的 人 和 事 的 影像 ,以 光速 向 宇宙 传 开 
去 ,兴起 在 前 ,灭亡 在 后 . 如 果 承 认 速 度 无 限 , 人 们 就 可 以 追 上 这 些 信号 并 且 看 到 先 
亡 后 兴 的 影像 ,这 就 破坏 了 因果 律 的 时 间 顺 序 性 . 在 实验 方面 判明 牛顿 力学 也 只 是 
近似 成 立 , 粒 子 的 速度 愈 接近 光速 ,与 牛顿 力学 的 偏离 越 大 . 

修改 牛顿 力学 要 满足 两 点 要 求 . 第 一 ,新 力学 应 当 是 洛 伦 兹 协 变 的 ,从 而 符合 
狭义 相对 性 原理 . 第 二 , 当 粒 子 运动 速度 远 小 于 光速 时 ,新 力学 中 的 运动 方程 能 自 
然 地 退化 为 牛顿 运动 方程 . 这 也 等 于 要 求 相对 论 方程 在 低速 条 件 下 符合 通常 的 实 
验 现象 , 特别 是 , 当 u 表示 某 个 惯性 系 中 粒子 的 速度 时 , 知 wc, 牛顿 力学 应 成 立 ; 
当 vv 表示 两 个 惯性 系 之 间 的 速度 时 , 知 vc, 洛 伦 兹 变换 应 退化 为 伽利略 变换 . 


17 相对 论 质 点 运动 学 
17.1 瞬时 惯性 系 与 固有 量 


我 们 首先 介绍 瞬时 静止 惯性 系 ,简称 瞬时 惯性 系 . 它 是 为 了 研究 任意 运动 粒子 
而 引入 的 一 种 参考 系 ,其 特点 是 相对 于 所 研究 粒子 的 瞬时 速度 为 0. 这 是 一 个 很 有 
用 的 工具 ,现在 作 一 系统 说 明 .， 

(1) 瞬 时 惯性 系 是 对 某 一 特定 的 研究 对 象 (例如 运动 粒子 ) 而 言 . 如 果 粒 子 相对 
于 某 一 惯性 系 S 做 加 速 运动 ,而 惯性 系 不 能 具有 加 速度 ,所 以 瞬时 惯性 系 只 是 在 
某 一 瞬时 随 着 粒子 一 起 运动 ,在 不 同时 刻 的 瞬时 惯性 系 不 同一 一 这 就 是 “瞬时 ”的 
意思 . 也 可 以 这 样 理解 :在 粒子 的 运动 轨迹 上 存在 许多 惯性 系 ,其 速度 等 于 粒子 在 
某 时 刻 的 瞬时 速度 ,分 别 为 uu 十 du,…, 粒 子 在 不 同时 刻 处 于 不 同 的 惯性 系 中 
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(2) 在 瞬时 惯性 系 So 中 测量 的 粒子 的 运动 时 间 即 为 固有 时 间 . 根据 时 空间 隔 
不 变性 ,粒子 的 固有 时 间 dr 是 一 个 标量 : 


2 
Ey eee (17.1) 
E C 


因为 粒子 在 瞬时 惯性 系 中 的 速度 wu 二 0, 所 以 dt 二 dr 就 是 固有 时 . 注意 ,(17. DA 
与 前 面 的 时 间 延 缓 公 式 (5. 2) 是 有 区 别 的 ,为 了 避免 混 消 ,以 后 我 们 采用 符号 
1 u 
Yu “ITE Bu R (17.2) 
(3) 虽 然 粒子 相对 于 瞬时 惯性 系 的 速度 uo =0, BWER ao 关 0, 称 之 为 固有 加 
速度 : 
duo 


— du _ 
o = e = de (17. 3) 


我 们 将 在 下 面 导出 它 与 粒子 在 惯性 系 S 中 加 速度 a 的 关系 . 

(4) 在 瞬时 惯性 系 中 测 得 的 固有 量 ,除了 上 面 的 固有 时 dr 和 固有 加 速度 en 
外 ,还 有 第 7 节 定 义 的 固有 长 度 dl。 和 后 面 将 提 到 固有 体 元 dVo 王 dzxo Ady 人 dzo， 
以 及 固有 质量 mx。 和 固有 质量 密度 po 等 . 

下 面 我 们 开始 讨论 四 维 时 空 的 运动 量 ,其 做 法 与 经 典 力学 基本 相同 . 


17.2 四维 位 移 和 四 维 速度 


在 四 维 闵 氏 空间 中 的 世界 点 P(z,) 的 位 置 和 撩 量 ,是 由 4 个 坐标 组 成 的 四 维 
位 矢 : 


X= (x,)= (x,it). (17. 4) 
它 的 模 方 表示 P(z,) 与 原点 的 时 空间 隔 的 平方 ,是 一 个 不 变量 
X” = 2,2, =xex—Cr 一 一 3 (17.5) 


四 维 闵 氏 空 间 中 相 邻 两 个 世界 点 PC(z,) 和 Q, tdr) WAER FRE N E 
位 移 : 


dX = (dz,)= (dx,icdt). (17.6) 
它 的 模 方 即 为 两 世界 点 的 时 空间 隔 的 平方 ,也 是 不 变量 
dX? 一 dz,dz, 一 dx。dx 一 cdz =— ds’. (17.7) 


按照 四 维 闵 氏 空 间 的 矢量 定义 ,四 维 位 矢 和 四 维 位 移 的 各 个 分 量 的 变换 即 为 洛 伦 
兹 变换 . 
z= Lr dz =L,,dz,. (17. 8) 
由 于 dr, 是 矢量 , dr 为 标量 ,将 它们 的 比值 定义 为 四 维 速度 或 闵可夫 斯 基 
速度 : 


U = Se = Ee = y, (uic). (17.9) 
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它 由 三 维 经 典 速 度 u 和 光速 c 组 合 而 成 , 且 当 uK 时 其 空间 分 量 退 化 为 经 典 速 
E Uu. 在 四 维 时 空中 ,粒子 世界 线 z. (Cr) 的 弧 长 为 固有 时 ,所 以 四 维 速度 是 世 
界线 的 切 和 拓 量 ,其 模 方 为 常数 

dx, dx 


U,U, = ae ae =. e. (17. 10) 


这 里 的 常数 一 c 也 可 以 看 成 瞬时 惯性 系 的 四 维 速度 的 模 方 . 根据 闵 氏 时 空 的 矢量 
分 类 (13. 20) 式 ,四 维 速度 是 类 时 矢量 (ULU,<0). 

显然 , 常 四 维 速度 意味 着 粒子 的 三 维 速度 为 常 矢量 

U, = const. —> u; = const. , 

代表 的 世界 线 是 四 维 空间 的 直线 ;zz 三 0 表示 切 矢 量 平行 于 时 间 轴 的 直线 ;一 般 加 
速 运动 的 四 维 速度 U,Aconst. ,其 世界 线 是 一 条 曲线 . 

设 S 系 相 对 于 S 系 的 速度 是 w, 粒 子 在 S 和 5S 系 的 速度 分 为 & Mu. 根据 矢 
量 的 变换 规律 ,四 维 速度 的 变换 为 


区 (17. 11) 
由 洛 伦 效 变换 矩阵 (13. 5) 式 ,(17. 11) 式 的 矩阵 形式 为 
u) yY 0 0 1 Ul 
; u» 0 1 0 O | 1 
2 2 3 0 0 1 Of] lus 
ic’ —iy 0 0 Y¥4 Lic 
式 中 六 ,= 一 (1 一 2/c) AFA 7. 1) 式 及 洛 伦 效 时 间 变 换 可 知 
(17.12) 


yd 7(1 一 zc2) 
故 前 3 个 分 量 的 变换 , 即 洛 伦 效 速度 变换 为 


/ uz Us 


u = yjz (eo), (17. 13) 
这 与 (5. 5) 式 相同 . 至 于 第 4 分 量 的 变换 c ==c, 表 明光 速 是 不 变 的 . 
17.3 四 维 加 速度 和 加 速度 变换 
进一步 将 矢量 dU, 与 标量 dr 的 比值 定义 为 四 维 加 速度 : 
= WU, _ Ëz, 
W, = j= ete (17. 14) 
Kha 是 牛顿 意义 下 的 三 维 加 速度 : 
a du dx 
dt dt?’ 


利用 (17. 9) 式 可 求 得 两 种 加 速度 的 关系 是 
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W, = (a +7 Cu, i E, (17. 15) 
Cc C 


如 果 u=0.=)D ,这 时 的 a=a, 为 固有 加 速度 ,四 维 加 速度 是 
W, = (4,0), (一 0). 
因为 四 维 矢 量 的 模 为 不 变量 ,于 是 得 到 


W,W, =a >0. (17. 16) 

eh #2 BA DOE ne EE RS BWW, 0). 事实 上 ,将 它 与 四 维 速度 缩 并 : 
dd ld = 

W,U, = Au, = > g UU, = 0. (17.17) 


即 四 维 加 速度 是 与 四 维 速度 正 交 的 矢量 ,因为 粒子 的 四 维 速 度 是 类 时 矢量 (U,U， 
<0) , 故 四 维 加 速度 必定 类 空 . 
由 于 d 为 不 变量 , (17. 16) 式 又 可 表示 成 
dU, dU, = dui = inv. , (17. 18) 
du 二 aodt 是 瞬时 惯性 系 中 粒子 的 速度 间隔 . 与 时 空间 隔 不 变性 比较 , (17. 18) 式 
表示 粒子 的 四 维 速度 间隔 保持 不 变 , 与 惯性 系 的 选取 无 关 , 我 们 称 之 为 速度 间隔 不 
变性 . 读者 可 以 验证 ,此 式 与 (9. 17) 式 是 一 致 的 . 
四 维 加 速度 的 变换 满足 矢量 变换 关系 ， 
W, = L,W,. (17. 19) 
由 此 可 求 得 经 典 加 速度 的 变换 ， 
/ ay 
i Y (1 —mv/c?)3’ 
n + ac  ， 
YC1—mv/c?)? (muv/e)’ 
_ az ie aruz v/e 
Fl—uv/c) Fa—umv/é) 
S v>—v PAE MAI Mig EIR. 
我 们 来 考虑 一 种 特例 ; 设 粒子 沿 xz(zx ) 轴 做 直线 加 速 运动 ,相对 于 粒子 建立 瞬 
时 惯性 系 S , 则 有 w= 二 0,4 二 wj 二 vw, 即 惯性 系 的 相对 速度 为 粒子 在 S 系 的 运动 速 
度 , 这 时 的 a 为 固有 加 速度 .于 是 上 面 的 第 一 式 简化 为 
ao 一 Ma (a //u). (17. 21) 
我 们 用 y 而 不 写成 y 是 为 了 强调 并 非常 量 ,因为 加 速度 是 瞬时 量 ,(17. 21) 式 表 
示 任 意 时 刻 的 固有 加 速度 与 速度 和 加 速度 的 关系 . 
例如 , 设 一 列 高 速 火 车 从 静止 开始 做 直线 加 速 运动 ,在 火车 上 某 点 测量 自身 的 
加 速度 ( 即 固有 加 速度 ) 为 一 常数 ao. 在 地 面 上 测量 火车 上 该 点 的 加 速度 、 速 度 和 
运动 距离 则 分 别 为 


(17. 20) 


/ 
a2 


? 
a3 
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od SS ee: ut)? 3/2 
a(t) = 名 一 mll z ) 


u 


t 


Ge = lana 
“ fe V 1+ Cat/ 0)? 


t 


_ es aot\ _ 
20 fuoa | 1+ (2) 1). 
当 WecCaotEc) 时 ,退化 为 经 典 力学 的 公式 


= os ae ee 
Qn = âo, UN = Qt, TIN = Fat. 
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这 个 例子 就 是 应 用 加 速度 计 测量 运动 物体 的 速度 和 位 移 的 物理 原理 . 

比较 上 面 两 组 公式 ,相对 论 与 经 典 力学 的 结论 显然 不 同 :在 地 面 系 中 观测 , 火 
车 上 一 固定 点 不 是 做 匀 加 速 而 是 做 变 加 速 运动 (ae 和 const, ) ;速度 必定 小 于 < 而 不 
可 能 无 限 增 大 (<c) ;位 移 随 时 间 的 变化 曲线 不 是 抛物 线 而 是 双 曲 线 ， 

(a+b)? — (2)? = ym ia) 

也 就 是 说 ,如 果 做 直线 运动 的 物体 的 固有 加 速度 为 常量 , 则 它 在 二 维 实 闵 氏 空间 
{zt 中 的 世界 线 是 双 曲 线 . 


17.4 固有 洛 伦 兹 变换 


前 面 几 章 所 用 的 洛 伦 兹 变换 是 在 特殊 条 件 下 的 坐标 变换 公式 ,也 称 作 特殊 洛 
伦 兹 变换 . 这 些 特殊 条 件 是 : 

(a) 开 始 时 (z==t 二 0)S AAS 系 的 坐标 原点 重合 ; 

(b)S RAS’ REAXIE v H zi1(z'1) 轴 方向 ; 

(OS RAS 系 的 空间 坐标 轴 的 方向 完全 一 致 . 

条 件 (a) 实 际 上 是 对 时 间 起 点 的 规定 ,只 要 将 洛 伦 兹 变换 中 的 时 空 坐标 (t,x;) 
等 换 成 时 空间 隔 (At,Az;), 则 条 件 (a) 自然 取消 . 下 面 我 们 要 将 条 件 (b) 和 (c) 去 掉 ， 
将 特殊 洛 伦 兹 变换 推广 到 一 般 情况 , 即 固有 洛 伦 兹 变换 . 


(1) 无 空间 转动 的 固有 洛 伦 北 时 空 变换 


首先 讨论 三 维 情况 (二 维 空间 十 一 维 时 间 ) ,将 条 件 (b) 改 成 :S' 相 对 于 S 的 束 
Evo Enz, 平面 内 沿 任 意 方 向 ,如 图 17. 1 所 示 . 

为 求 这 样 两 个 惯性 坐标 系 的 变换 ,可 以 把 SC re AS re ) 系 的 
x, 和 x AEREE BUYS v 的 方 回 ,成 为 新 坐标 Eli EDEIS "£ it) ,因此 S 到 
S 的 坐标 变换 过 程 是 


R-! 


/ , R 
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se 
ge 


sat swat isin 


x, 


S(x 3X2) > 3G 名) aCe 7-9) —> S(x’ ,2 ) 
图 17.1 无 空间 转动 的 固有 洛 伦 兹 变换 


即 有 


L'i 1 1 Tı 
flee é -erle -ee | 
ict” ict’ ict ict 


KPH RAL 是 二 维 空间 转动 变换 和 三 维特 殊 洛 伦 兹 变换 矩阵 [ 见 (12.16) 和 和 
(13. 5) 式 ] 
v/v v/v 0 y 0 1i 
R= uh vi/v 0l, | 0 1 ji 
0 0 1 -ip 0 7y 
所 以 三 维 时 空 的 连续 变换 和 矩阵 为 
l+Cy— Do/w CY—lDvv/v  iyvı/c 
(Y— Dovvw/v 1+CO/y— Du/w iyvz/c|. 
—1yvi/c —iyv2/c Y 
不 难 发 现 ,(17. 22) 式 关于 vi ,vs 具有 明显 的 对 称 性 ,因此 可 以 直接 推广 到 四 
维 时 空 ,固有 洛 伦 效 变换 矩阵 为 
tye ee + ede eel 
—iyu,/c 7 
这 里 采用 简单 记 法 , 式 中 i,j 二 1,2,3 分 别 是 行 和 列 的 标号 . 坐标 变换 的 明显 表达 
式 为 


R LILR = (17. 22) 


(17. 23) 


Zi; = ara =e —7 |, 


y? 
7 VLT b 
Peg a, 
7 c? 


(17. 24) 
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或 者 表示 为 天 量 形式 : 


x 二 x 十 a e aa 


i 7 人 (一 


其 中 X= (21 9X2 9X3 ) 和 wv 二 (V1 sU ,zs ) 为 三 维 空间 矢量 . 上 面 两 式 即 为 坐标 轴 对 
应 平行 情况 下 的 固有 洛 伦 兹 变换 . 

(2) 一 般 情 况 的 固有 洛 伦 北 时 空 变换 

现在 ,我 们 进一步 将 特殊 洛 伦 效 变换 的 条 件 (c) 去 掉 , 即 运动 惯性 系 S 的 坐标 
轴 不 和 S 的 对 应 轴 平 行 , 这 就 需要 把 坐标 系 从 和 S 相符 合 的 特殊 位 置 9 转 到 实际 
所 在 的 位 置 S$ ,也 就 是 在 上 面 变 换 的 基础 上 再 进行 一 次 空间 转动 变换 D, 如 
图 17. 2 所 示 . 那么 一 般 的 固有 洛 伦 效 空间 变换 将 是 

x = De +Do| (7-2 5% -n |, (17. 25) 


V 


(17. 24’) 


S(z;) — Dé) — 3 (E) =i S(z;) -> S (zi) 
图 17.2 一般 固 有 洛 伦 兹 变换 


(17. 25) 式 括号 内 是 标量 ,其 值 不 随 转动 而 改变 . 对 x 和 w 施行 转动 变换 ,将 不 改变 
其 大 小 ,但 各 分 量 大 小 要 改变 . 对 v 的 转动 变换 正好 是 SAME S 系 的 速度 w 的 
负 值 , 即 


Dv =— v. (17.26) 
例如 在 二 维 空间 情况 下 ( 见 图 12. 2) , 设 这 个 转动 为 
pa lied 一 =| 
sing cosh 


其 中 的 9 是 zx"1 轴 相 对 于 zi 轴 沿 顺 时 针 的 转动 角 . 不 难 验证 
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cos? 一 sing rv 
sing’ cos ee 
用 一 v 代替 (17. 25) 式 中 的 Dv, 最 后 得 到 


x = Ds- v| (yD —x|, 
rr 
这 就 是 一 般 情况 下 的 固有 洛 伦 兹 变换 ,替换 v-> 一 v 即 为 逆 变 换 . 
(3) DABS IR EE 


对 (17. 24) 式 和 (17. 27) 式 两 边 微分 ,进一步 求 得 速度 变换 , 也 分 为 两 种 . 
当 坐 标 轴 无 空间 转动 时 
aon 1 ui, y @'v)v 
ü reer ls 7 十 1 c v|, 
这 里 用 到 一 个 恒等式 


li cosh — v eee a 


Dv =| 
Š v sing + vcosh' 


(17. 27) 


(17. 28) 


OR) =F DG=D: 
有 意思 的 是 ,我 们 仍然 可 以 得 到 和 特殊 洛 伦 兹 速度 变 换 式 (5. 8) 相 同 的 公式 
Ya = m= a =a 
在 (17. 28) 117. 29) sR PER v—>— v, EVA ES ARN. 
当 坐 标 轴 存 在 空间 转动 时 的 变换 则 为 
Pe: 1 Du EE es (us vv / 
Ne rere ee ao ee | (17. 30) 
这 就 是 一 般 情 况 下 的 固有 洛 伦 兹 速度 变换 . 
显然 ,如 果 坐 标 系 的 相对 速度 沿 zi1 (zi ) 方 向 , 即 w 王 (0,0), 且 坐标 轴 无 转 
zh D 二 1( 单 位 和 矩阵) , 则 (17. 27) 式 退化 为 特殊 洛 伦 效 变换 (5. 3) 式 ,(17. 29) 式 退化 
为 特殊 洛 伦 效 速度 变换 (5. 7) 式 . 


(4) 固 有 洛 伦 兹 变换 群 


固有 洛 伦 兹 变换 可 藉 特 殊 洛 伦 兹 变换 经 空间 转动 实现 : 先 把 S RAR 转 到 也 
系 ,经 特殊 洛 伦 兹 变换 工 变换 到 3 AA DR RAS A. 此 过 程 用 符号 写 出 来 
就 是 


(17. 29) 


Lp = DR” LR. 
因为 固有 洛 伦 兹 变换 是 四 维 时 空转 动工 ,加 上 三 维 空间 转动 D,R AR aR, 
而 连续 转动 变换 仍然 是 转动 变换 . 因此 可 以 证 明 ,固有 洛 伦 效 变换 构成 一 个 群 , 称 
作 固 有 洛 伦 兹 变换 群 . 但 是 我 们 将 在 下 面 说 明 , 无 转动 的 固有 洛 伦 兹 变换 即 
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(17. 23) 式 并 不 构成 群 . 
若 在 固有 洛 伦 效 变换 中 加 上 时 间 和 空间 平移 变换 
t 一 上 十 加 =x+ xX 
则 所 有 这 些 变换 的 集合 也 构成 一 个 群 , 叫 做 庞 加 莱 变 换 群 . 归纳 为 : 
特殊 洛 伦 效 变换 
固有 洛 伦 兹 变换 群 空间 转动 
特殊 洛 伦 效 变换 
空间 转动 
庞 加 莱 变 换 群 时 间 平移 
空间 平移 
从 几何 的 角度 来 说 ,狭义 相对 论 的 任务 就 是 研究 固有 洛 伦 效 变 换 群 之 下 的 时 
空 几何 性 质 . 


17.5 托马斯 进 动 


我 们 应 用 上 小 节 的 结论 来 分 析 两 次 连 

续 的 固有 洛 伦 兹 变换 ,看 一 看 有 什么 新 的 
现象 . 

l 如 图 17. 3 所 示 , 设 惯性 系 S' 相 对 于 S 
的 速度 为 w,S" 相 对 于 中 S' 的 速度 为 u (为 
简单 起 见 , 设 w <c), 相 对 于 S 的 速度 为 u. 
H S S 和 S” 的 坐标 轴 对 应 平行 (但 S 
F S 的 坐标 轴 不 一 定 平 行 ). 由 (17. 24) 式 
可 知 S>S 的 时 空 变换 为 


| 
A 
因 w<c, 由 S'S’ 的 变换 可 得 


xX =x —ut 二 x 十 of o=) 


图 17.3 三 个 坐标 系 的 连续 变换 


nën we) 


男 一 方面 , 设 S 在 S 中 的 速度 为 w, 因 S' 在 S 中 的 速度 为 u, 故 有 Du 二 一 w. 因为 我 们 
不 能 断定 S 和 S 的 坐标 轴 是 否 平行 ,在 一 般 情 况 下 S>S 的 变换 应 由 式 (17. 27) 给 出 


x = Dx =w Oe =e E =a] (w =— Du). 
u 
由 上 两 式 消去 * 后 得 到 


x 


第 5 章 ， 相 对 论 力学 .107 。 


apiet 


Dx = x+ (yı 


+y? "Xu — [yw tylo +u )] t. (17. 31) 


如 果 我 们 解 出 Dx Ax, DAT ,就 表明 S 的 坐标 轴 相 对 于 S 存在 空间 转动 . 
因为 S 在 S 和 S“ 中 的 速度 分 别 为 & 和 w ,由 固有 洛 伦 兹 速度 变换 式 (17. 28) 
的 闭 变 换 得 到 二 者 的 关系 是 
man u/c a wh Sea 2 z 2 |~ vtu. 
LA SES 和 S” 中 的 速度 分 别 为 一 o。 和 w, 注意 到 S 和 S 的 坐标 轴 对 应 平行 , 相 
对 速度 为 w ,由 式 (17. 28) 可 知 


w 一 一 


+ 


1 / 
ERATI A l a ee 
将 上 面 两 式 代 入 (17. 31) 式 消去 mw 和 w ,考虑 到 u Ke uY URKRBBAAR 
(aXb) Xec=(c，qa)b 一 (c，b)a, 我 们 得 到 


= ° 多 X ° { 
Dx starp“ x)w+ (v xv ty Co x)u 


(us uu 
c? 


EFS. 


E [(dv* x)v— (v » x)dv] (17. 32) 


cee ieee 
e(yt+1) 


fe eee! Serkan 
x Pty eee 


式 中 的 du=u—v 是 在 S 中 观测 S "相对 于 S 的 速度 ,在 理论 上 与 S 在 S 中 的 速度 
u 不 是 一 回 事 , 但 当 其 很 小 时 有 doau. 

因为 位 置 矢 量 的 空间 转动 Dx Sx 的 矢量 差 , 等 于 转动 角度 dg 与 x 的 矢量 
积 ,Dx 二 x 十 d9Xx, 这 个 转动 又 等 价 于 坐标 轴 的 反方 向 旋转 | 参见 图 12.2]. 所 以 
我 们 有 以 下 结论 :除非 u//v 或 dv//wv,S 相对 于 S 的 转动 角 为 


7 duXv 
7 十 | c’ i 
由 于 其 方向 与 dv 和 w 构成 右手 系 , 故 称 之 为 进 动 角 . 如 果 一 个 物体 在 di 时 间 内 的 
速度 变化 为 dv, 则 它 的 进 动 角 速度 为 
o=% — Eee (a= 2). (17. 34) 

对 于 一 般 宏 观 运 动 , 这 个 进 动 角速度 极其 微小 ,完全 可 以 忽略 ,但 在 微观 状态 下 是 
有 测量 意义 的 . 

如 图 17.4 所 示 , 在 原子 的 玻 尔 理论 中 ,电子 绕 原 子 核 (或 原子 实 ) 做 圆周 运动 . 
设 电 子 在 上 时 刻 的 速度 为 w( 对 应 于 瞬时 惯性 系 S') ,在 t 十 dt 时 刻 的 速度 是 v 十 dv 
(对 应 于 SR). E S 系 中 观测 电子 具有 一 个 向 心 加 速度 , 它 是 由 于 原子 核 作用 在 


dð = (17. 33) 
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电子 上 的 电场 力 一 eE 产生 的 
_dv_ Æ 


dt me 
e 和 m。 是 电子 的 电荷 绝对 值 和 固有 质量 . 根据 (17. 34) 式 ,电子 除了 具有 平 动 速度 
外 ,还 有 一 个 进 动 角速度 ,转动 方向 垂直 于 a 和 w 构成 的 平面 


aX v e 
全 — é 17.3 
@ p om. zu XE ( 5) 


这 个 现象 是 托马斯 在 1926 年 研究 电子 自 旋 时 发 现 的 , 故 称 之 为 托马斯 进 动 , 它 是 
一 个 纯粹 的 相对 论 运 动 学 效应 (Thomas L T, 1926, 1927; Wigner E P, 1939; 
Møller C,1952). 


a 


v+tdv 


v 


图 17.4 托马斯 进 动 


托马斯 进 动 还 表明 ,即使 S 和 S 都 与 S 的 坐标 轴 对 应 平行 ,S 和 S 的 坐标 轴 
也 不 一 定 平 行 ,虽然 S 和 $S 到 S 的 变换 都 适用 无 空间 转动 的 变换 式 (17. 24) ,但 S 
A S 的 变换 并 不 适用 该 式 . 这 就 是 我 们 在 17. 4 节 所 指出 的 :无 空间 转动 的 固有 洛 
伦 兹 变换 并 不 构成 群 ,而 一 般 固有 洛 伦 兹 变换 式 (17. 27) 的 集合 才 构 成 群 . 


18 相对 论 质点 运动 方程 
18.1 四 维 力 和 力 的 变换 


在 16 节 曾 经 定义 了 一 个 洛 伦 效 力 密度 [(16. 13) 式 ], 构 成 四 维 时 空 的 天 量 , 有 
理由 认为 该 定义 在 相对 论 力学 中 也 成 立 


f,= (ft -u), (18.1) 
我 们 根据 它 来 寻求 四 维 力 的 形式 . 
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在 相对 论 中 体 元 dVAdV 不 是 标量 ,因此 对 四 维 洛 伦 效力 密度 矢量 作 通 常 的 
体积 分 ,不 可 能 得 到 相对 论 意义 的 矢量 , 为 此 引入 一 个 固有 体 元 , 它 是 在 粒子 的 瞬 
时 惯性 系 S 中 测量 的 粒子 体 元 ,是 一 个 标量 : 

dV, = dx, A dx’, A dz's. 
设 观察 者 所 在 的 S 系 相 对 粒子 以 速度 x 运动 ,根据 长 度 收缩 效应 : 
dx’) = yd, dz’ = dzz, dz’; = dzz, 
在 S 系 中 测量 的 体 元 dV 与 固有 体 元 的 关系 是 
dV, 一 思 dz A dzz: A dz; = y,dV. 
因此 ,将 洛 伦 兹 力 密度 对 固有 体 元 积分 ,就 得 到 一 个 具有 力 的 量 纲 的 四 维 矢量 : 


KE | fudVo = | Vil „dV. (18. 2) 
这 就 是 四 维 力 或 闵可夫 斯 基 力 的 定义 式 . 
将 力 密度 的 定义 (18.1) 式 代入 (18.2) 式 ,分 别 得 到 K, 的 空间 分 量 和 时 间 
NE: 
K= [yfav, Ki 一 工 | xf udy. 
对 于 质点 或 平 动 的 刚体 ,在 任 一 坐标 系 中 各 点 都 以 同一 速度 运动 ,可 将 上 面 两 式 积 
分 出 来 ,此 时 四 维 力 就 写成 
K, =7,(F, +F » u). (18. 3) 
在 相对 论 力学 中 ,通常 以 此 式 作为 四 维 力 的 定义 . 它 的 时 间 分 量 与 功率 Feu 
关 , 空 间 分 量 和 牛顿 力 下 有 关 , 且 当 wc hB AAJ KF. 
根据 四 维和 拓 量 的 变换 式 可 得 四 维 力 的 变换 为 


K’, = LK» (18. 4) 
亦 即 
F’ y 00i F, 
pl Pa go 0 1. 0 ®© F; 
Aa F's Go. E o F; 
iF’ + p’, —i78 0 0 yl LiF + Bp, 


利用 7 . 与 y。 的 关系 式 (17. 12) ,不 难 求 得 
PS F, — (F + wv/e 


1—uv/c 
RE S 
Fo yA —uv/c?)’ oo) 
F, F 


a) 3 
o ya —uv/e) 
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这 就 是 三 维 力 的 洛 伦 效 变 换 , 在 形式 上 类 似 于 洛 伦 效 速度 变换 (5. 5) 式 . 
由 此 还 可 以 看 出 :在 相对 论 中 ,四 维 力 K, 才 具 有 矢量 性 质 . 三 维 力 下 不 再 是 
矢量 ,也 不 是 矢量 K, 的 空间 分 量 . 


18.2 相对 论 质点 运动 方程 


设 mo 是 在 瞬时 惯性 系 中 测 得 的 粒子 质量 , 称 作 固有 质量 或 静止 质量 ,是 一 个 
不 随时 间 变 化 的 标量 . 将 mo 和 四 维 加 速度 矢量 相 乘 , 可 以 得 到 一 个 具有 力 的 量 网 
的 四 维 矢量 . 把 它 和 四 维 力 等 同 起 来 就 得 到 一 个 四 维 矢 量 方 程 : 


K, = mW, = m St, (18. 6) 


注意 到 m 与 时 间 无 关 , 利 用 (17. 1) 式 将 (18. 6) 式 改写 成 


将 四 维 力 (18. 3) 式 和 四 维 速 度 的 分 量 (17. 9) 式 代 人 上 和 式 , 故 方程 的 分 量 式 为 


_ 2 
F 一 gy Vou)» 
(18.7) 
F». u= d rme), 


这 就 是 我 们 预期 的 质点 的 相对 论 运动 方程 ,也 将 这 两 式 分 别 叫 做 相对 论 质点 动量 
定理 和 能 量 定理 . 

相对 论 运动 方程 满足 修改 牛顿 力学 的 两 个 条 件 : 第 一 ,(18. 6) 式 是 四 维 时 空 的 
张 量 方程 ,因而 是 洛 伦 兹 协 变 的 ;第 二 , Succ 时 ,(18.7) 的 两 式 分 别 退 化 为 牛顿 
力学 的 动量 定理 和 能 量 定理 ; 

Fr Mo du = Mos 
dt 
(u<c). 


Foum $ (hmat), 


作为 例子 ,我 们 来 分 析 一 维 相对 论 谐振 子 的 运动 , 它 在 量子 力学 和 统计 物理 中 
具有 重要 意义 ， 
设 谐振 子 的 静止 质量 为 m ,振动 角 频 率 和 振幅 分 别 为 w 和 A. 以 平衡 位 置 为 
坐标 原点 建立 坐标 系 {O;z} ,谐振 于 所 受 的 弹性 力 正比 于 弹簧 伸 长 量 
F 一 一 Mow" T. 
根据 式 (18. 7) ,并 将 式 中 的 时 间 微 分 变 为 空间 微分 


Mow x =— u £ ymu). 


因为 当 z==A 时 4 二 0, 对 上 式 积分 
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就 得 到 方程 


pe 2 2 | CO —] 
za (A D= 0 (ps | (18. 8) 
我 们 将 在 下 节 看 到 ,此 式 实际 上 是 谐振 子 的 能 量 守恒 表达 式 . 
由 此 解 出 粒子 的 速度 


w (A? — [1 Ha (A? — r )/4e 
[1 +a (A? — r )/2e] i 


由 于 |z|<A, 可 设 x 二 Acosg, 并 取 初 始 状态 为 zo 一 ACqo 二 0), 则 可 求 得 


V1l+r sin 9/4 (« _ wÅ ). 


u =— Awsing 1+x’sin’/2 Pa 


由 此 得 到 运动 方程 : 
-f og, = | ltesng/2 gy 
j | ez a á 
~ 9 +3 (29 一 sin29)， (18. 9) 
上 面 的 积分 没有 严格 的 初等 函数 解析 形式 ,我 们 仅 取 级 数 近 似 解 , 精 确 到 x 量 级 . 
显然 , 当 k<1(wAKc) 的 低速 近似 下 退化 为 经 典 谐振 子 : 


ZN = Acoso = Acoswt, uy =— Awsinwt. 


18.3 ”电磁场 中 的 质点 运动 方程 


设 荷 电 粒子 的 固有 质量 和 电量 分 别 为 m 和 4= | pdV . 将 电磁 场 力 密度 
(16. 14) 式 代入 运动 方程 (18. 6) 式 , 则 有 
dU, _ E 
Z 一 | fdV, = | F„J dV. 
对 于 荷 电 粒子 ,四 维 电流 密度 一 (wp,icp) 的 体积 分 为 


| 二 dV, = | Yu (uo »ico) dV = qy. (u,ic) = QU, 


mMo 


故 荷 电 粒 子 运动 方程 的 四 维 形式 为 
oe = -LP,U,. (18. 10) 

这 是 关于 粒子 四 维 速度 的 微分 方程 . 
(18. 10) 式 可 以 表示 成 三 维 形式 . 利用 坐标 时 与 固有 时 的 关系 ,将 (18. 7) 式 写成 


F= m, cu +u. P). (18. 11) 
T 
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式 中 将 时 间 变 量 用 固有 时 dr 表示 ,其 优点 是 在 某 些 情况 下 (例如 w。F= const. ) 
避免 了 与 wi 的 耦合 . 设 荷 电 粒 子 在 电磁 场 中 以 速度 运动 ,所 受 的 洛 伦 兹 力 为 
F=q(E+uXB) ,其 中 的 磁场 力 与 速度 正 交 , (uXB) + wu 寺 0, 故 三 维 运动 方程 为 


du _ q (p (Es wu 
=a (E— ~ + u xB). (18. 12) 
以 此 式 为 基础 ,我 们 来 分 析 电 磁场 中 和 荷 电 粒子 的 两 种 特殊 情况 . 
(1) 粒 子 在 均匀 电场 中 的 运动 
设 仅 存 在 均匀 电场 一 Ee; ,代入 (18. 12) 式 得 到 
du EE eee ene one (18. 13) 
T C Moc 
分 量 式 为 
Ca =— Euu, 人 =— aus ais — Ee — uf), 


设 初始 速度 为 u = (uo suo ,0) ,由 第 3 式 解 出 u 后 代入 到 第 1 和 第 2 式 求 得 另外 
两 个 分 量 ,最 后 得 到 
u = (uo, cosh™ (xr) » og cosh * (er) ,ctanh(«r) ). (18. 14) 
如 果 初 始 时 刻 粒子 静止 于 电场 中 wu。 = 0 Cor 二 wo 二 0), 则 速度 沿 x 轴 即 电场 
方向 


af = C Kt 
u = ctanh(«r) = EAF ; 
式 中 用 到 dt=y,dr=coshler)dr. 其 加 速度 为 
dz CK 


a =a 


= ae ter)?" 
设 初始 时 刻 粒 子 位 于 坐标 原点 ,可 求 得 位 移 为 


x = [ude = 0 EE 
0 


显然 ,电荷 的 速度 不 可 能 超 光 速 ,并 且 加 速度 并 非常 量 . 仅 当 wc 时 ,上 面 三 式 退 
化 到 经 典 方程 : 


(2) 粒 子 在 均匀 磁场 中 的 运动 


假设 仅 存在 均匀 磁场 B= Be;, 则 (18. 12) 式 成 为 


Ot ie, yes pes (18. 15) 


dr Mo. 
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分 量 式 为 
du; at du oe dus = 
de Rue 本 和 kuis Aes 
前 两 式 化 成 振动 方程 : 


2 $ 
T tku; =0, (j = 1,2). 


考虑 到 原 方程 ,其 解 可 表示 为 
u = (Asin(kr + 9),Acos(kr + @) suo), (18. 16) 
式 中 的 常量 Asing= uo ,Acosp 一 zos 和 wuos 是 粒子 的 初始 速度 . 
粒子 的 三 维 加 速度 是 


du dr _ Ak 
a= i: = wy, coostke +g), — sinke +g) 0). (18. 17) 


(18. 16) UZ HA ALF RE ACD AE w = uu; us, Ai ye 不随 时间 变化 ,所 以 这 
是 一 个 螺旋 线 运 动 , 在 x-y 平面 内 做 匀速 圆周 运动 , 沿 z 轴 做 匀速 直线 运动 . 

如 果 设 wos 一 0, 则 粒子 在 zy 平面 内 做 匀速 圆周 运动 ,速度 为 u 一 w 一 A. 设 r 
为 圆周 的 半径 ,由 (18. 17) 式 可 得 加 速度 是 


2 2 
a 
rN c 


注意 公式 a=u’/r 在 相对 论 中 仍然 成 立 , 因 为 在 径 向 没有 长 度 收缩 . 由 此 解 出 
es 
VIF r/o 
所 以 磁场 中 荷 电 粒子 的 速度 也 不 可 能 超过 光速 . 

值得 指出 的 是 ,虽然 相对 论 粒 子 的 轨迹 与 经 典 力学 的 结论 相同 ,但 它 是 以 固定 
在 粒子 上 的 时 钟 记 录 的 时 间 来 度量 的 . 粒子 的 旋转 周期 是 指 的 固有 时 


2 2 = 2nMo 
Ar = 7 oB 
用 坐标 时 度量 的 周期 应 该 是 
aan pa ZNY uM 
At = Y, Ar = qB ? (18. 18) 
角 频 率 则 为 
_2n Bh É 
wa a Te. (18. 19) 
仅 当 u<c 时 退化 为 经 典 结论 : 
_2x_gB 
Wy At Mo 


图 18. 1 给 出 相对 论 和 经 典 角 频 率 的 比较 ,实验 已 经 证 实 相 对 论 的 结论 是 正确 的 
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O C 


图 18.1 相对 论 角 频 率 与 速度 的 关系 


19 相对论 质 量 、 动 量 和 能 量 
由 相对 论 运 动 方 程 可 以 得 到 两 个 极 重 要 的 结论 :质量 速度 关系 和 质量 能 量 关 
系 . 检验 这 两 个 结论 的 正确 性 ,无 疑 也 就 验证 了 运动 方程 的 正确 性 . 
19.1 相对 论 质 量 和 质 速 关系 


先 考虑 (18.7) 式 的 空间 分 量 . 我 们 令 
m= —_ ., (19. 1) 


1—u?/c? 
Mott 
二 一 一 一 一 一 一 (19. 2) 
á V 1 一 好 /ce 
则 空间 分 量 为 
_ d(mu) _ dp 
F T Jr (19. 3) 


由 (19. 1) 和 (19. 2) 式 定义 的 Al 称 作 相对 论 质量 和 相对 论 动量 . 在 此 定义 下 ， 
相对 论 运动 方程 与 牛顿 方程 的 形式 相同 ,但 是 这 里 的 质量 并 非常 量 ,由 此 产生 的 变 
革 是 深远 的 . 

(19. 1) 式 说 明 粒 子 的 质量 随 速度 的 增 大 而 增 大 , 故 称 作 质 量 速 度 关系 式 . 如 
图 19. 1 所 示 , 4 u<c 时 就 是 静止 质量 m6 , 即 相 对 于 粒子 瞬时 静止 的 惯性 系 所 测 
得 的 质量 最 小 . 一 旦 粒子 相对 于 惯性 系 有 了 速度 ,其 质量 无 例外 地 都 增 大 ; 当 uc 
Hf, moo. 这 表明 当 速 度 接 近 光 速 时 ,质量 趋 于 无 限 大 . 所 以 无 法 用 有 限 的 力 使 得 
粒子 加 速 到 光速 ,这 一 点 与 光速 极 值 原理 相符 合 . 由 此 可 见 在 相对 论 中 ,物质 的 一 
个 根本 属性 一 一 惯性 乃 是 一 个 相对 量 . 
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图 19. 1 相对 论 质量 .动量 与 速度 的 关系 


相对 论 质量 公式 已 被 实验 所 证 实 . 从 1901 一 1906 年 , 考 夫 曼 从 镭 的 8 射线 中 
观测 电子 的 运动 轨迹 , 发现 电子 的 荷 质 比 与 速度 有 关 , 他 假定 电子 电量 不 随 速度 变 
化 ,那么 电子 的 质量 将 随 速 度 增 大 而 增 大 ,但 这 个 实验 的 精确 度 不 高 . 直到 1915 
年 , 居 伊 和 拉 旺 希 的 实验 才 被 普遍 接受 . 1940 年 , 罗 格 等 以 1% 的 精度 证 实 了 
(19. 1) 式 . 1953 年 ,Grove 和 Fox 等 使 用 同步 回旋 加 速 器 做 实验 ,用 来 加 速 电子 的 
交 变 电压 的 频率 是 [参见 (18. 19) 式 和 图 18. 1] 

BB 

m YuMo 

如 果 m 确 如 (19. 1) 式 变化 ,w 将 随 速度 的 增加 而 减少 . 实验 终于 以 0. 1% 的 极 高 精 
度 证 实 了 质量 速度 公式 (Kaufmann W,1906;Guye C E, Lavanchy C,1915;Rogers 
M M et al. ,1940; Grove D J,Fox J G,1953). 


19.2 相对论 能 量 和 质 能 关系 
再 来 考察 (18. 7) 式 的 时 间 分 量 


_d Moc 
eae Verges 


上 式 左边 是 外 力 对 粒子 所 作 的 功率 ,等 式 右边 是 某 个 量 的 全 微分 . 且 当 uc 时 ,就 
是 经 典 的 动能 定理 . 因此 , 括 弧 内 的 量 就 是 粒子 的 总 能 量 . 考虑 到 运动 质量 (19. 1) 
式 , 粒 子 的 相对 论 能 量 为 


E = m? = —2_., (19. 4) 
则 有 
Feu=—. (19.5) 
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虽然 它 与 经 典 的 动能 定理 形式 相同 ,但 这 里 的 玉 并 非 动能 ,我 们 来 详细 讨论 . 

(1) 公 式 (19. 4) 就 是 著名 的 质 能 关系 式 , 是 相对 论 所 揭示 的 最 惊人 的 结论 之 
一 ,可 以 看 成 爱 因 斯 坦 对 人 类 文明 的 最 大 贡献 (Einstein,1905b). 它 说 明 物 质 系 统 
的 总 能 量 和 系统 的 总 质量 成 正比 . 只 要 具有 质量 ,就 一 定 具 有 能 量 , 反 之 亦 然 . 这 和 
经 典 力学 全 然 不 同 . 在 经 典 力学 中 ,质量 和 能 量 是 没有 直接 联系 的 两 个 量 , 但 是 在 
相对 论 中 ,两 者 紧密 联系 在 一 起 了 . 

还 应 当 指 出 ,虽然 (19. 4) 式 是 通过 研究 粒子 的 运动 得 到 的 ,但 是 不 能 把 它 理 
解 为 仅 适用 于 粒子 的 运动 情况 . 它 说 明 系 统 的 能 量 越 多 ,其 质量 也 越 大 . 对 于 非 机 
械 运动 的 能 量 ,此 式 也 是 成 立 的 . 例如 荷 电 以 后 的 导体 ,加 热 以 后 的 物体 ,压缩 以 后 
的 弹簧 ,它们 的 质量 比 原 来 的 有 所 增加 ,尽管 增值 极 微 . 

(2) 质 能 关系 式 还 说 明 物 质 系统 具有 的 能 量 是 一 个 相对 量 , 它 随 速 度 增加 而 增 
加 . 特别 是 当 速 度 等 于 零 时 , 亦 即 在 瞬时 惯性 系 中 测量 的 能 量 最 小 ,但 不 等 于 零 ,这 
时 的 能 量 叫 做 静止 能 量 或 者 固有 能 量 : 

Eo = mc’. (19. 6) 

相对 静止 的 物体 ,不 管 其 组 成 成 分 是 什么 ,也 不 问 是 否 处 在 力 场 中 ,都 具有 大 小 为 
me 的 能 量 . 这 是 一 个 异常 巨大 的 能 量 , 远 比 人 们 已 知 的 任何 能 源 都 大 . 例如 1 oz 
质量 的 任意 物质 都 蕴藏 着 9X 10*J 的 能 量 , 相 当 于 燃烧 三 千 吨 煤 的 化 学 能 . 尽管 
物体 的 固有 能 量 很 大 ,但 是 它 殖 含 在 物质 内 部 ,在 没有 释放 出 来 以 前 ,是 测量 不 出 
来 的 . 因此 在 牛顿 力学 时 代 , 人 们 始终 不 了 解 这 一 点 ,只 有 相对 论 首次 揭示 了 质量 
和 能 量 的 内 在 联系 . 

(3) 由 (19. 4) 式 立刻 得 到 物质 系统 的 能 量变 化 和 质量 变化 成 正比 , 即 

AE = Amc’, (19. 7) 

若 粒子 的 速度 变化 为 0>u( 设 无 其 他 能 量 ) ,将 (19. 1) 式 代 人 (19. 7) 式 后 展开 分 母 
成 级 数 . : 
Š 9 esa 
若 vc, 略 去 高 次 项 , 上 式 就 成 为 通常 力学 中 的 动能 表达 式 . 因此 相对 论 动能 定 
义 为 


AE = (m—m)c? = mou! + 


E, = (m— m) = (y, — 1)moc’. (19.8) 
我 们 看 到 ,平常 所 测 得 的 动能 只 是 总 能 量 增 量 中 的 一 项 . 在 动能 不 太 大 时 , 它 引起 
粒子 质量 的 变化 是 极 微 的 , 故 在 牛顿 近似 时 ,可 以 始终 认为 质量 是 不 变 的 . 
图 19. 2 给 出 相对 论 能 量 、 相 对 论 动 能 与 速度 的 关系 ,并 与 经 典 力学 的 动能 进 
行 了 比较 . 
爱 因 斯 坦 在 得 出 质 能 关系 式 时 就 断言 :“ 用 所 含 能 量 可 以 有 很 大 变化 的 物体 
(如 镭 盐 ) 来 使 这 个 理论 成 功 的 接受 检验 ,并 非 是 不 可 能 的 . ”(Einstein A, 1905b) 
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图 19. 2 ”相对 论 能 量 ,动能 与 速度 的 天 系 


事实 确实 如 此 . 因为 由 (19.7) 式 可 知 ,只 要 系统 的 质量 减 小 (质量 亏损 ) ,其 固有 能 
量 就 要 部 分 释放 出 来 ,但 是 实际 上 只 有 通过 核反应 才能 实现 . 下 面 就 来 分 析 几 个 核 
反应 . 


(1) 重 核 的 裂变 


重 核 ( 例 如 铀 核 ) 很 不 稳定 ,利用 中 子 儿 击 ,就 可 以 把 一 个 重 核 分裂 成 两 个 或 者 
更 多 的 较 轻 的 核 . 例如 用 中 子 又 击 铀 可 以 裂变 成 钢 和 和 氟 ,反应 式 如 下 
n U —! Ba 十 9%2 Kr + 3n. 
把 各 种 元 素 的 原子 量 代 入 , 可 得 反应 前 原子 总 质量 为 236. 133u(u 是 原子 质量 单 
位 ,lu 一 931. 5MeVy/c: ) ,反应 后 为 235. 918u, SHA 0. 235u. 最 后 算出 lg 原子 量 
的 铀 裂变 时 放出 的 能 量 为 
AE = 0. 235 X 931. 5 = 200MeV. 


(2) 轻 核 的 聚变 


轻 核 (如 和 气 、 气 等 ) 在 一 定 条 件 下 (高 温 高 压 ) 可 以 聚合 成 较 重 的 核 . 聚变 以 后 核 
子 结合 得 更 紧密 ,也 会 发 生 质 量 亏损 , 从 而 释放 出 大 量 能 量 . 例如 氢弹 的 聚合 反应 
是 气 与 气 合 成 为 氨 , 其 反应 式 是 

7H -HH 一 He 十 mn， 

把 各 种 元 素 的 原子 量 代 和 人 ,就 能 算出 反应 后 释放 出 17. 6MeV 的 能 量 . 

相对 论 预 言 的 质 能 关系 式 已 被 实验 所 证 实 . 其 原理 是 检验 核反应 是 否 满足 质 
能 关系 式 . 1932 年 柯 克 罗 夫 特 和 瓦尔 顿 用 快 质子 束 射 到 锂 靶 上 ,产生 两 个 大 角 散 
射 的 a 核子 ,反应 式 如 下 

! H Li—>?2tHe+17. 2MeV. 

式 中 的 能 量 是 通过 测量 粒子 在 云 室 中 迹 线 的 长 度 而 得 出 的 . 据 (19. 7) 式 应 产生 
0. 01843u 的 质量 亏损 . 又 从 质谱 仪 测 出 各 元 素 的 质量 ,得 出 质量 亏损 为 0.0185u， 
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两 者 符合 的 精度 高 达 0. 6% (Cockcroft J D, Walton E T S,1932). 

总 之 ,实验 证 实 了 相对 论 对 牛顿 力学 的 修正 以 及 对 于 质量 .能量 等 概念 的 重新 
认识 ,都 是 正确 的 . 爱 因 斯 坦 曾 经 总 结 道 ; 狭义 相对 论 导致 的 具有 一 般 意 义 的 最 重 
要 的 结果 是 关于 质量 的 概念 . 在 相对 论 出 现 之 前 ,物理 学 认识 到 两 个 具有 根本 重要 
性 的 守恒 定律 , 即 能 量 和 质量 守恒 定律 ,这 两 个 守恒 定律 是 完全 相互 独立 的 . 由 于 
相对 论 ,它们 联合 成 了 一 个 定律 .” 

下 面谈 谈 粒 子 在 势 场 中 的 能 量 问题 . 设 在 某 一 特定 的 惯性 系 中 具有 势能 函 
数 为 

V =V(2), 
APF zx 二 (zx;) 表 示 空 间 坐 标 . 注意 势能 函数 并 非 不 变量 , 因为 根据 洛 伦 效 变换 ,在 
其 他 惯性 系 中 该 函数 不 一 定 仅 为 空间 坐标 的 函数 . 
在 经 典 力学 中 势 场 力 与 势能 的 关系 在 相对 论 中 仍然 成 立 


F =— Wi (az). 
如 果 粒 子 仅 受 到 势 场 力 的 作用 ,将 上 式 代 入 (19. 5) 式 ,得 到 
dE __ yy. dx 
dt dt’ 
由 此 解 出 
E = 一 | Vis de eV oto 
亦 即 


E+V = const.. (19. 9) 
可 抑 势 场 中 粒子 的 总 能 量 包括 粒子 的 静止 能 .动能 和 势能 , 当 它 仅 受 势 场 力 的 作用 
时 总 能 量 守恒 . 例如 ,我 们 在 18. 3 节 中 求 出 的 (18. 8) 式 ,实际 上 就 是 谐振 子 的 能 量 
守恒 律 . 
19.3 能 量 动 量 矢量 及 其 变换 


将 上 面 定义 的 相对 论 动量 和 能 量 p=mu,E=m? 合 在 一 起 , 则 构成 四 维 空间 
的 一 个 矢量 ,定义 为 能 量 动 量 矢量 或 四 维 动 量 . 
P, = mU, = (p,+E). (19. 10) 
其 空间 分 量 是 牛顿 力学 中 相应 定义 mu 的 推广 ,时 间 分 量 P 与 粒子 的 总 能 量 有 
关 , 这 样 四 维 动量 就 把 动量 和 能 量 统一 在 一 起 了 . 
由 于 矢量 的 内 积 是 标量 , 改 
P,P, = P E = p’—m’c = inv.. 


因为 在 粒子 的 瞬时 惯性 系 中 ,p 二 mu 二 0, 不 变量 就 是 一 mic ,因此 
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E 一 pe = mt. (19. 11) 
假设 能 量 不 可 能 为 负 值 (对 这 个 问题 我 们 不 作 深入 讨论 ) , 则 此 式 又 写成 
E = ype tmi. (19. 12) 


这 就 是 相对 论 粒子 的 能 量 动量 关系 式 . 它 有 两 种 等 价 的 意义 :(19. 11) 式 表示 在 
不 同 惯性 系 中 测量 ,粒子 的 能 量 和 动量 的 平方 差 所 一 p*c 为 不 变量 ;(19. 12) 式 
是 指 在 同一 惯性 系 中 测量 的 粒子 能 量 和 动量 所 满足 的 相互 关系 . 如 图 19. 3 
所 示 . 


Elce 


(E/c¥-p=(m,c} 


图 19. 3 ”相对论 能 量 与 动量 的 关系 


根据 矢量 的 变换 规律 ,四 维 动量 的 变换 为 
P’,=L,P,, 
其 分 量变 换 与 时 空 坐标 变 换 的 形式 相间 : 
p= y( p: SE) ’ 
Pio = pr» (19. 13) 
p's = pz, 
E’ = y(E— vi). 
(19. 13) 式 也 可 以 通过 洛 伦 兹 速度 变换 得 到 . 例如 , 设 在 S' 和 S 系 中 测量 粒子 的 能 
量 分 别 为 
E= mc? E= myc? 
AI JI u/c? 
根据 洛 伦 兹 速度 变换 的 极 坐 标 表 达 式 (5. 7), 即 可 得 到 (19. 13) 式 的 第 4 式 
E= mce —u » v/c?) 
V1 — 8/2 /1—e/e 
我 们 来 分 析 动 量变 换 的 相 图 . 为 简单 起 见 , 仅 考虑 二 维 空间 运动 . 在 S 系 中 大 
小 为 p 而 方向 任意 的 平面 矢量 的 两 个 分 量 是 
pı = pceosé, pz = psiné. 
在 p HAR {fi do} Bp 的 矢 端 将 位 于 中 心 在 OO、 半径 为 p 的 圆 上 ,如 图 19. 4a). 


= y(E— vpi). 


5.120» 狭义 相对 论 


图 19.4 动量 变换 的 相 图 


在 S 系 测量 ,由 (19. 13) 式 得 
A= y( peosi— FE), p = psing, 
联 立 两 式 消 去 0, 因而 有 
+ yvE /c? 2 pz 2 = 
arc a 

上 式 表 明 p 的 矢 端 位 于 一 个 椭圆 上 ,椭圆 的 中 心 在 C (一 yvE/c? ,0) ,长 半 轴 和 短 
半 轴 分 别 为 yo 和 zp, 如 图 19. 4(b). 

利用 (19. 13) 式 及 图 19.4 可 以 说 明 在 S' 系 中 测量 动量 时 发 生 的 变化 . 由 于 S 
系 相 对 于 S' 系 向 左 运 动 ,所 以 粒子 动量 在 v 的 方向 增加 了 . 速度 v 越 大 ,椭圆 中 心 
越 向 左 移 , 椭 圆 也 越 扁 长 . 如 果 椭 圆 中 心 距 离 大 于 长 半 轴 , 即 


DE> Ip» 


甚至 整个 椭圆 都 移 到 O 的 左边 ,这 时 即使 在 S AA Ae ET OS, E S 
系 观测 也 向 左 运动 (六 <0). 事实 上 在 经 典 力学 中 , 当 粒 子 群 质心 速度 "大 于 相对 
于 质心 的 速度 x 时 ,也 会 发 生 这 种 情况 . 


19.4 质点 系 能 量 动量 守恒 律 


对 于 六 个 质点 构成 的 质点 系 ,每 一 个 质点 的 四 维 动量 为 
PY (pit /e)s 
这 里 已 经 省 略 矢量 的 分 量 指标 , 式 中 的 指标 a 二 1,2,…,NN 是 粒子 的 标号 . 当 体 系 
不 受 外 力作 用 时 ,根据 运动 方程 式 (18. 6) 式 


N N 
dP* _ d a) 
2 dr TO : 
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可 知 各 个 质点 的 四 维 动量 之 和 为 常 撩 量 : 


N N A N 
DP = Dp +t EY 一 四维 常 矢量 . (19. 14) 
a=] 4 一 1 a=1 
其 空间 和 时 间 分 量 分 别 为 
N N 
Spt = 三 维 常 矢 量 ， DE = 常量 . (19. 15) 
= a=l1 


这 就 是 质点 系 能 量 动量 守恒 律 ， 

下 面 我 们 以 高 速 运动 火箭 为 例 ,讨论 一 种 特殊 的 质点 系 
恒 律 . 

设 火箭 的 初始 固有 质量 为 M, ,从 静止 开始 做 直线 运动 ,速度 为 vw 时 的 固有 
质量 为 M。, 向 后 喷射 的 气体 相对 于 火箭 的 速度 为 一 w( 负 号 表示 与 火箭 运动 方向 
相反 ). 不 考虑 重力 和 空气 阻力 的 影响 ,我 们 来 求 火 箭 的 质量 变化 与 运动 速度 的 
关系 . 

将 火箭 本 体 和 喷射 气体 看 成 一 个 质点 系 . 考虑 一 个 无 穷 小 过 程 : 当 火箭 本 体 的 
速度 变换 vxv 十 dv 时 ,固有 质量 变化 是 MM +d MM <0) ,同时 放出 固有 质量 
为 mo 、 相 对 于 地 面 速度 为 (wu<0) 的 气体 . 在 此 过 程 中 质量 并 不 守恒 ,而 是 能 量 和 
动量 守恒 ， 


变质 量 物体 的 守 


(M +dM)e Me? moc 


a fave fae 
(M+ dM)(u+dv) _ Mo i = 
Vi~(vidv)i/e Vi—v/e Vi—w/c 
或 者 用 微分 表示 为 
d(yM)+ Yum, = 0, (19. 16) 
d(yMv)+ Yumu = 0. (19.17) 
由 洛 伦 兹 速度 逆 变 换 可 知 u u, 的 关系 是 
_ — u, tv 
ea l—u,v/c’ 


且 有 [ 见 (5. 8) 式 ] 
UrU 
Yu = Wu, (1 eek 


将 上 两 式 代 和 (19. 16) 和 (19. 17) 式 并 消去 m ,化 简 为 
dM dv 


M ere Gy ey 
从 初 态 到 末 态 积分 ,M 王 Mo 一 ,sv 二 0->v, 就 得 到 
MeT 
M, cpu, ’ 


(19. 18) 
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亦 即 


v M/M] | 
Cc E (M/M, ) 2 ET (19. 18 ) 


PEK AT RAS SR AS TE RE KK. Em tEAM HSE HF 
在 1946 年 首先 得 到 的 , 称 之 为 阿 克 莱 特 公 式 (Ackeret J,1946). 显然 火箭 初 末 态 
质量 比 越 大 ,喷气 速度 越 大 ,获得 的 未 速度 也 就 越 大 . 

对 (19. 18) 式 两 边 取 对 数 后 再 作 级 数 展开 


igs i rw) ae ae) 


u, 
故 在 低速 近似 下 (zec) ,上 式 化 为 
v= wln ye 或 = eel): (19. 19) 


此 即 我 们 熟知 的 低速 火箭 的 齐 奥 尔 科 夫 斯 基 公 式 , 它 是 阿 克 莱 特 公式 的 低速 近似 . 


20 ”光子 的 能 量 动 量 及 其 效应 
20.1 四 维 波 矢量 和 相位 不 变性 
按照 爱 因 斯 坦 的 光量 子 假设 ,光子 的 能 量 取决 于 光 的 频率 Ay (Einstein A, 


1905c) ,由 相对 论 能 量 表 达 式 可 知 
hy = — ee 


VIZE 
由 于 光子 的 速度 u, =c, RRR BW ARB. RAP RE: SES HREM E 
7 一 0, 这 是 相对 论 的 一 个 重要 推论 ! 这 一 结论 得 到 了 大 量 实验 的 支持 ,根据 目前 
的 实验 结果 ,光子 静止 质量 的 上 限 是 m,<1.2X10™g(Luo Jun et al.,2003). 
利用 (19. 11) 式 ,我 们 将 光子 的 能 量 和 动量 表示 为 


E = hy == hw, 
(20. 1) 
1 = on = hk. 


其 中 :h Ma =Ë DEER sy Ao = 2m 是 光波 的 频率 和 角 频 率 ;》 Ak =n 


为 波长 和 波 矢 ,n 是 沿 光 传播 方向 的 单位 矢量 ; vÀ =P Sup =c 是 光波 的 相 速度 ,在 


真空 中 与 能 量 传 播 速度 或 群 速度 相同 . 
根据 (19. 10) 式 ,光子 的 四 维 动量 为 


P, = (pE) Het) 
等 价 地 ,常常 定义 光子 的 四 维 波 矢量 : 
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二 
k, = 7 = (kw). (20. 2) 
根据 四 维 动量 的 关系 式 (19. 11) ,四 维 波 矢量 的 模 方 
kok, =- (2) =0, (20. 3) 


故 光 子 的 四 维 波 矢 量 是 类 光 矢 量 ( 或 零 矢量 ) ; 它 实际 上 反映 的 相 速 度 为 光速 . 四 维 
波 矢量 的 分 量变 换 关 系 满足 (19. 13) 式 
k'i = (ki — 5w) 》 
k's = kz, (20. 4) 
k's = Rs 9 
w = ¥(w— vki). 
由 于 四 维 波 矢 k, 和 四 维 位 矢 z, 均 为 矢量 ,二 者 的 缩 并 是 一 标量 : 
k£, = ke XxX— ot = inv.. 


它 反 映 的 正 是 光 传 播 的 相位 为 不 变量 , 称 之 为 相位 不 变性 : 


p(X) =ke x—wt =o x,t). (20. 5) 
其 中 三 维 波 矢 、 角 频率 与 光波 相位 的 关系 是 
ze —— 99 
k Vo; w ot’ (20. 6) 


相位 不 变性 可 以 作 两 方面 理解 :对 于 一 个 时 空 点 (zx ;x a) ,光波 的 相位 是 一 个 实 实 
在 在 的 物理 现象 ,与 观测 者 的 运动 状态 无 关 , 如果 在 S 系 中 测量 光波 在 该 点 (zx) 
处 于 波峰 ,在 S 中 测量 (zx',) 点 也 一 定 是 波峰 ;对 于 两 个 时 空 点 的 时 空间 隔 (dz,; 
dx',) ,光波 的 相位 差 也 与 观测 者 的 运动 状态 无 关 , 即 
do(x,t) = k + dx—wdt = dy (Cr ,t). 
应 该 说 明 :相位 不 变性 不 仅 适 用 于 光波 ,对 一 般 平面 波 均 成 立 . 事实 上 ,相位 不 
变性 的 前 提 为 四 维 波 撩 是 四 维 时空 的 矢量 ,并 不 要 求 它 是 委 天 量 (PRv 一 0). 


20.2 多 普 勒 效应 


HE SAS AD EF MERA ARI how) AK ,w ),k 和 kk Bo 的 
夹 角 分 别 为 9 和 0 , 即 


_ock , vek 
cos = a COSO aa a 
vk uk 


根据 (20. 4) 式 的 第 4 式 

w = ¥(o— ki) = Yw (1 — fcosh) , 
设 光 源 静 止 于 S 系 ,在 S' 系 中 测 得 的 频率 为 固有 频率 y 一 m, 则 相对 于 光源 运动 的 
观测 者 测 得 的 频率 为 
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v A (20. 7) 
yo 1 — gcos 


(20. 7) 式 表明 ,相对 于 光源 运动 的 观测 者 接收 到 的 频率 不 同 于 光源 的 固有 频率 . 

这 种 现象 是 多 普 勒 在 1842 年 首先 预言 的 , 故 称 作 多 普 勒 效应 . 1868 年 , Hug- 
gins 在 远离 地 球 的 星体 发 射 的 谱 线 中 首次 观测 到 这 种 效应 ,并 计算 出 星体 的 远离 
速度 . 1992 年 ,McGowan 等 在 氛 中 测量 光子 束 的 实验 精确 地 验证 了 相对 论 多 普 蔓 
效应 ,测量 精度 达到 107 (McGowan R W et al. , 1993). 


多 普 勒 效应 有 以 下 几 种 特殊 情况 : 
(1) 车 9 二 0, 对 应 于 光源 向 着 观测 者 而 来 ,观测 者 接收 到 的 频率 大 于 固有 频 
率 , 发 生 蓝 移 现象 : 
y= [Tope > (8 = 0); (20. 8) 
(DF 0 一 r, 对 应 于 光源 离开 观察 者 而 去 ,产生 红 移 : 
二 be is 
y = Irae (0 = 7); (20. 9) 


这 两 种 情况 都 是 纵向 多 普 勒 效应 ,与 经 典 多 普 勒 效应 类 似 . 
(3) 值 得 一 提 的 是 , 当 光 源 横 向 运动 即 6 二 x/2 时 ,也 产生 红 移 


yg ee ead G = a (20. 10) 


这 种 现象 又 称 作 横 向 多 普 勒 效应 , 它 是 由 于 相对 论 的 时 间 延 缓 引 起 的 . 在 经 典 多 普 
勒 效应 中 不 存在 这 种 情况 ,因为 在 低速 运动 状态 下 的 时 间 延 缓 可 忽略 . 

必须 指出 ,虽然 (20. 7) 式 是 就 光子 的 情况 得 出 的 ,也 适用 于 其 他 粒子 的 平面 
波 ,只 是 分 母 中 的 < 应 换 成 平面 波 的 相 速度 . 为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 应 用 相位 不 变 
性 再 作 一 次 推导 . 

如 图 20. 1 所 示 , 以 观测 者 为 参考 点 建立 坐标 系 {t,r)(r 代表 空间 坐标 ), 则 他 
的 世界 线 为 时 间 轴 ,波源 相对 于 观测 者 的 速度 为 v, 世 界线 是 斜 直线 . 设 波源 发 射 
两 个 信号 的 事件 分 别 为 Piar) A Pz (i 十 di,r 十 dr) ,这 两 事件 在 光源 参考 系 中 时 
空 坐标 分 别 为 (ro ,0) 和 (zo 十 dro ,0) ,相位 的 改变 是 dp; 观 测 者 接收 到 第 一 个 和 第 
二 个 信号 的 时 空 坐标 分 别 为 Or,0) 和 O2 (r+ dr, 0) ,根据 相位 不 变性 ,相位 变化 
也 是 dy. 由 (20. 6) 式 可 知 ,波源 的 固有 频率 和 观测 者 接收 到 的 频率 分 别 为 

1 dg 1 dg 


2x dn,’ =, 2x de 
设 平面 波 传播 的 相 速 度 为 v ,信号 发 射 时 间 cede 与 接收 时 间 cH de 的 
关系 是 


Vo 


= :十 工 ，r 十 dr 一 td) +E, 
$ 
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P, vdt P, 
8 
r r+dr 
0,(O2) 
(a) 波 传播 的 空间 示意 图 (b) 波 传播 的 时 空 图 


图 20.1 多 普 勒 效应 


两 式 相 减 得 到 
de de(1 += ) = de(1 — 22%), 


p 


其 中 dr/de=— vcos6 可 由 图 20. 1(a) 看 出 . 再 由 时 间 延 缓 ,波源 经 历 的 时 间 to > 
m 十 dr 是 固有 时 ,与 对 应 的 坐标 时 cede 的 关系 为 


dro = dt y eS Fs 
于 是 得 到 
A ee (20. 11) 
Vo dr 1—vcos6/v," 


因为 光波 的 相 速 度 v, =c, BEC 20. 11) 式 与 (20. 7) 式 相符 . 
20.3 光 行 差 效 应 


现在 考查 光子 的 波 矢 变 换 . 根据 变换 关系 (20. 4) 式 的 第 1 和 第 2 式 得 
k'i 一 Acosg = yk (cos — p), 
k'a = ksing = ksinð. 
WER AL , 即 得 到 光子 运动 方向 的 变换 关系 为 
sing’ Z sing /1— # 
1 — fosh ’ 


A cos — g 
SOW 1 — Beos6’ 


(20. 12) 


或 者 
cotf = y(cotb 一 pcscg). (20. 12’) 


eA 狭义 相对 论 


将 8 一 8, 即 得 到 逆 变 换 , 这 就 是 所 谓 的 光 行 差 公式 . 

事实 上 ,将 (20. 12 ) 式 与 洛 伦 效 速度 变换 式 (5.7) 的 第 2 式 进 行 比较 , 只 需 将 
那里 的 粒子 速度 u 换 成 光子 的 速度 c, 就 得 到 同样 的 结果 . 所 以 光 行 差 实 际 上 是 洛 
伦 兹 速度 变换 在 光子 上 的 体现 . 

光 行 差 效 应 表明 同一 条 光线 ,在 不 同 惯性 系 中 ,动量 的 大 小 (或 波长 ) 不 同 , 方 
向 也 不 相同 .在 S 系 与 zx 轴 成 9 角 的 光线 ,在 S' 系 将 成 8 角 , 光 线 向 相对 运动 方向 
转 过 的 角度 A= 一 9 由 下 式 决定 : 


; = sing| 8— (1— /1—# ) cosg | 
sin(Ag) = 1 工 一 pcosb 


_ sing’ [p+ ae cost | (20. 13) 
当 at O=90°R PEII Ad=arcsing. 可 见 相对 速度 越 大 , 转 过 的 角度 Ag 也 越 大 . 
光 的 行 差 现象 早 在 1728 年 就 已 经 被 发 现 ,但 直到 狭义 相对 论 建立 后 才 得 到 正 
确 的 解释 . 它 是 指 地 球 上 观测 者 在 不 同时 间 观 测 同 一 星体 ,发 现 该 星体 在 运动 方向 
上 有 明显 位 移 . 实际 上 是 星体 发 射 光波 到 地 球 时 ,地 球 上 的 观测 者 在 不 同时 间接 收 
到 光波 传播 方向 不 相同 ,导致 所 谓 的 “视差 ”, 如 图 20. 2 所 示 . 
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图 20.2 ” 光 行 差 效 应 


我 们 知道 ,如 果 在 冬天 时 太阳 相对 于 地 球 向 东 运 动 , 则 半年 后 的 夏天 太阳 向 西 
运动 ,可 以 假设 星体 相对 于 太阳 静止 , 则 星体 相对 于 地 球 的 运动 与 太阳 的 运动 相 
同 . 设 星体 S 发 射 光波 的 传播 方向 与 x(zx ) 轴 的 夹 角 为 9 ,由 于 观测 者 相对 于 星体 
的 运动 方向 不 同 ,接收 光子 的 方向 分 别 为 9 和 0, 其 视 像 则 分 别 是 S; 和 Se. 根据 
(20. 12) 式 得 到 

sing 一 sind V1 ~ # 一 siny 1 — Š vi- 
1 — gcos, 1 + fBcos@, 
由 此 解 出 
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sinf — sing; = Bsin(@ +f ). 
根据 实验 观测 值 和 名 ,可 由 上 式 求 得 地 球 相对 于 星体 的 速度 . 如 果 v= 0 或 者 
c 一 co, 则 久 一 和 ,所 以 光 行 差 现 象 是 由 于 地 球 相 对 星体 的 运动 (o 天 0) 和 光速 的 有 
BREE (coo) PAE AY. 


20.4 高 速 运 动物 体 的 视 像 问题 

作为 实例 ,我 们 来 讨论 高 速 运动 物体 的 视 像 问题 CTerrell J,1959). 

在 第 8 节 曾 经 提 到 ,狭义 相对 论 诞 生 后 很 长 一 段 时 间 内 ,人 们 不 自觉 地 认为 洛 
伦 效 收缩 是 可 以 看 到 的 ,或 者 能 被 援 影 机 拍摄 下 来 . 现在 我 们 来 分 析 , 观看 (摄影 ) 
和 观测 (测量 ) 是 不 同 的 . 


(a) 静 止 物体 的 视 长 (b) 运 动物 体 的 视 长 
图 20.3 静止 和 运动 物体 的 视 长 


如 图 20. 3(a) 所 示 , 设 固有 长 度 为 4 的 尺 A'B' 静 止 于 S' 系 的 zx 轴 上 .位 于 0 
处 的 静止 观测 者 看 到 或 拍摄 到 尺 的 长 度 是 A'E', 因 为 观看 或 拍摄 是 记录 同时 到 达 
眼睛 (底片 ) 的 光子 像 , 也 就 是 记录 处 在 同一 波 阵 面 AE' 上 的 光子 距离 , 即 视 长 

a’ = losing.. 

在 图 20.3(b) 中 ,在 S 中 的 观测 者 的 测量 (观测 ), 是 记录 运动 尺 两 端 A,B 同 
时 发 出 来 的 光子 距离 ,其 长 度 为 AB 王 :一 rwV1 一 六 .而 观看 或 拍摄 是 记录 处 在 同一 
Mi AE 上 的 光子 距离 , 即 视 长 AE=a. 显然 到 达 AME 的 光子 不 是 运动 尺 两 
端 同 时 发 射出 来 的 . BGA E 的 光子 是 B 在 C 处 时 发 射 的 光子 , 它 到 达 五 处 时 , 收 
H TRR AB 走 过 Al 的 距离 ,此 刻 A 端 发 射出 来 的 光子 ,将 和 下 处 的 光子 同时 到 
达 底 片 , 故 有 


(十 Al)cos = cAt = A, 


解 出 Al 为 
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由 此 求 得 视 长 
lsing 
1 — Bcosd" 
利用 固有 长 度 和 1 的 关系 以 及 (20. 12) 式 ,最 后 求 出 拍摄 或 观看 到 运动 尺 的 长 度 


4 一 (十 Al)sinb = 


a= [pA =F sind = losing =a’. (20. 14) 


因此 有 以 下 结论 : 

(1) 无 论 观测 者 相对 于 物体 是 静止 还 是 运动 , 视 长 度 是 相同 的 . 

(2) 当 0 一 90" 时 视 长 度 具 有 最 大 值 ,这 时 

sing = y(1— Becosb), (a= b). (20. 15) 

(3) 在 图 20. 3(b) 中 作 AD=L, , 则 它 与 CE 的 夹 角 就 是 9 一 2 十 Ab. 单 从 照片 上 
看 仿佛 尺 的 长 度 没 有 缩短 ,只 是 转 过 了 一 个 角度 ,这 个 转角 Ab 由 (20. 13) 式 确定 ， 
取决 于 0 和 8. 

另外 , 当 我 们 观看 高 速 飞 来 的 物体 时 ,不仅 看 到 它 在 旋转 ,而且 由 于 多 普 勤 效 
应 ,还 看 到 它 的 颜色 变化 . 如 果 物 体 发 射 可 见 光 ,根据 (20.7) 式 ,开始 时 9 二 0, 观 察 
者 看 到 的 是 频率 其 高 的 紫光 (其 至 紫外 光 ); 随 着 9 的 增 大 ,颜色 渐渐 转向 正常 ; 观 
察 者 能 看 到 物体 本 来 颜色 的 条 件 是 


cod = 1 — JI) (v = w). (20. 16) 


REPRESA, ANEI., “庐山 真面目 ”只 能 在 一 瞬间 看 到 . 
综合 上 面 的 讨论 ,看 一 个 实际 例子 . 如 图 20. 4, 假 设 一 把 长 为 lm 的 尺 以 速度 
v=0. 6c 运动 ,表面 发 射 波长 为 5500A 的 绿 光 . 当 它 从 极 远 处 迎面 飞 来 时 ,利用 


20.4 高 速 运动 物体 的 视觉 印象 


第 5 章 相对论 力学 。129 。 


(1) 开 始 时 (6-~>0) , 尺 的 视 长 度 a=0, 波 长 约 2750A, 是 看 不 见 的 紫外 光 ; 

(2) 当 bx53" 时 , 视 长 度 是 原 长 lm, 波长 约 3235A, 处 在 紫外 边缘 ,仍然 不 
可 见 ; 

(3) 当 0270. 5" 时 ,看 到 的 是 原 波长 5500A 的 绿 尺 , 视 长 度 约 0. 9m; 

(4) 当 9 一 90" 时 ,是 波长 为 6875A、 视 长 度 为 0. 8m 的 红 尺 ; 

(5) 大 约 在 9=135° 时 , 尺 的 颜色 已 到 红外 边缘 , 视 长 度 约 0. 4m; 

(6) 最 后 , 当 尺 在 视野 中 消失 时 (9 一 180”), 是 一 个 波长 为 11000A 的 红外 
光 点 . 

读者 不 妨 试 证 ,对 于 运动 的 球 ,将 只 能 看 到 它 的 旋转 像 , 不 会 看 到 扁 缩 的 球 . A 
为 无 论 圆 球 怎样 转动 ,直径 总 是 不 变 的 . 


21 微观 粒子 的 能 量 动量 及 其 守恒 律 
21.1 微观 粒子 的 德 布 罗 意 波 


按照 德 布 罗 意 假设 ,任意 微观 粒子 必然 伴随 一 个 物质 波 ( 德 布 罗 意 波 ) ,粒子 的 
能 量 ,动量 与 频率 ,波长 的 关系 为 


E = mc? TE hy, 
| h (21. 1) 


p = mu = ~x. 


AF e 是 粒子 运动 方向 单位 矢 , 即 运动 轨迹 的 切 矢 量 . 

我 们 强调 指出 : 式 中 的 频率 是 指 德 布 罗 意 波 的 振动 频率 , 而 不 是 固定 在 粒子 上 
的 时 钟 的 振荡 频率 . 因为 根据 相对 论 的 能 量 关 系 

mc 
OS ele 

频率 "将 随 着 粒子 速度 u 的 增 大 而 增 大 ,如 果 它 是 指 粒子 的 固有 频率 (正比 于 固有 
时 间 ) , 则 与 时 间 延 缓 效应 矛盾 . 事实 上 , 德 布 罗 意 在 提出 这 个 假设 时 , 正 是 利用 了 
相对 论 的 能 量 动量 关系 才 得 出 正确 结论 (De Broglie L,1924). 

根据 相 速度 和 群 速度 的 定义 式 (9. 9) 和 (9. 10) ,由 (21. 1) 式 求 得 德 布 罗 意 波 的 
相 速 度 和 群 速度 分 别 为 


2 


u 


Up = WA = = 9 


Ee 
p 

Ug = T = T Vp e +mict =u, 
故 有 


Ugly = Ul, = Č. (21. 2) 


由 于 群 速 度 或 粒子 运动 速度 u<c, 所 以 德 布 罗 意 波 的 传播 速度 ww >c. 对 于 光子 来 
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Uh, Ug =u, =C. 

我 们 来 看 一 个 很 有 意思 的 现象 . 考虑 一 维 空间 运动 , 设 惯性 系 S 相对 于 S 以 
速度 v 沿 x(x ) 轴 正 向 运动 . 将 许多 相同 的 粒子 放置 在 惯性 系 S 中 的 不 同位 置 (z， 
|i=1,2,°°) ,设想 它们 在 S 系 的 同一 时 刻 (一 万 17 王 1,2,) 发 生 某 种 事件 ， 
例如 同时 发 出 闪光 . 根据 洛 伦 效 变 换 , 在 S 中 测量 任意 两 个 事件 的 空间 和 时 间 间 
隔 分 别 为 

Ax = y[(2’;-—2')) +0’, —¢)]= yar’, 


/ = A / 
at = yei + , 


得 到 


故 在 S 中 的 观测 结果 是 这 样 的 : 

Dao 表明 这 些 事件 不 是 同时 的 ,它们 是 一 个 接着 一 个 沿 zx(Cz ) 轴 正 向 相 
继 发 生 , 这 实际 上 体现 了 同时 的 相对 性 . 

(2) 如 果 相 邻 粒子 的 空间 间隔 非常 小 ,可 以 认为 这 些 事件 连续 发 生 , 相 当 一 列 
波 沿 x(z ) 轴 正 向 传播 ,传播 速度 Ax/At 即 为 德 布 罗 意 波 的 相 速 度 c?/v. 所 以 从 相 
对 论 的 角度 来 看 , 德 布 罗 意 波 是 一 种 “同时 波 ”. 

(3) 另 外 ,由 于 这 些 事件 是 类 空 的 (At 一 0) ,不 可 能 建立 实际 的 联系 ,不 存在 违 
背光 速 极 限 性 的 问题 . 

21.2 能 量 动量 守恒 律 的 矢量 解法 

实验 证 明 , 相 对 论 的 能 量 动量 及 其 守恒 律 对 宏观 和 微观 粒子 均 成 立 . 但 在 实际 
应 用 中 ,由 于 微观 粒子 的 能 量 ( 质 量 ) 的 变化 较 大 ,并 且 常 常 伴随 有 光子 的 作用 , 具 
有 更 加 明显 的 相对 论 效应 ,所 以 相对 论 的 守恒 律 主要 应 用 于 微观 粒子 体系 . 微观 粒 
子 体系 的 能 量 动量 守恒 律 当 然 可 以 采用 (19. 15) 式 的 方程 ,不 过 有 时 直接 应 用 守恒 
律 的 四 维 矢量 形式 , 即 (19. 14) 式 可 能 更 加 方便 ,下 面 我 们 介绍 这 种 解法 . 

首先 ,在 任意 时 刻 , 自由 粒子 的 四 维 动量 的 模 方 为 一 常量 : 

E? 0 GEF); 
pe al i oe (其 他 )， 
式 中 P+ P=P,P, ,这 里 及 以 下 省 略 四 维 动量 的 分 量 指标 . 其 次 ,任意 两 个 粒子 a 
和 2 的 四 维 动量 的 标量 积 虽 然 不 是 常量 ,但 为 不 变量 , 即 与 惯性 系 的 选择 无 关 : 
Po P= p o p -EE = irw.. (21. 4) 


C 


由 (21. 3) 和 (21. 4) 两 式 , 两 个 粒子 四 维 动量 的 矢量 和 ( 差 ) 的 标量 积 也 是 不 变量 


(21. 3) 
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CP?) = PP PoP PPP = inw.. (21.5) 

利用 这 些 关 系 有 助 于 问题 的 求解 . 这 是 因为 :对 于 多 个 质点 的 相互 作用 过 程 ， 

我 们 往往 只 关心 其 中 的 一 部 分 质点 ,它们 的 能 量 动量 或 者 为 已 知 . 或 者 是 竺 求 量 ， 

利用 上 面 的 关系 就 可 以 不 必 考 虑 其 他 质点 的 运动 ; 男 外 ,利用 不 变性 的 特点 ,可 以 
在 一 个 方便 的 参考 系 中 求 得 相应 的 不 变量 ,然后 在 较 复杂 惯性 系 中 求解 . 


yı 


7 n° A n° 


(a)n St FR LB RRS (b) 实 验 室 坐标 系 $ 
图 21.1 ww 介子 衰变 


我 们 以 中 性 «介子 的 衰变 为 例 来 说 明 这 种 解法 . 中 性 x 介子 的 平均 寿命 仅 为 
10 "“s, 是 和 荷 电 x 介子 的 10 “ 倍 ,通过 弱 相 互 作用 衰变 为 两 个 光子 
w —> y FN» 
我 们 来 求 训 变 产生 的 光子 能 量 . 
在 介子 的 静止 参考 系 S 中 [图 21.1(a)], 设 ww 介子 的 静止 质量 为 m ,根据 
能 量 守恒 律 求 得 两 个 光子 的 能 量 均 为 
1 


hy’ = gmc. (21. 6) 


在 实验 室 参 考 系 S 中 [图 21. 1(b)], 设 x 介子 的 速度 为 w 一 ve, 也 是 S 相对 
于 S 的 速度 . m 介子 和 第 1 个 光子 的 四 维 动量 


P, = m,c (Bezi), P, = EY (Cn,i). 


其 中 B=0/c, y= —- 8)? on 是 第 1 个 光子 的 单位 矢 . 根据 (21. 3) 一 (21.5) 式 求 

得 不 变量 

(P, —P,)? = P,* P,—2P,P,+P,. P, 

=— mč — 2ym,hy (pcosg 一 1)， (21. 7) 

其 中 cosd=n+ e. 由 于 上 式 的 不 变性 ,我 们 在 x* 介子 的 静止 参考 系 S' 中 ,根据 
(21. 6) 式 


Peper Ss ele 


2 
求 出 不 变量 

(P,—P,)? 一 (P —P’,)* =0. 
于 是 (21. 7) 式 成 为 
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2yhy (1 — Beosb) = m,c’. 
同 理 , 对 第 2 个 光子 也 有 类 似 的 结果 . 所 以 在 实验 室 的 2 角 方 向 测量 到 光子 的 频 
率 为 | 
(Se ee (21. 8) 
2hy (1 — feos) 1 — cosh 
后 一 表达 式 反 映 的 正 是 光子 的 多 普 勒 效应 [ 见 (20.7) 式 ], 因 此 也 可 以 直接 由 
(21. 6) 式 经 洛 伦 效 变换 得 到 (21. DA. 


21.3 fl: REMAN Re MBS 
图 21.2 表示 一 个 光子 和 一 个 电子 的 相互 作用 过 程 , 其 反应 方程 为 


Yo Feo > yte. 
根据 能 量 动量 守恒 律 ,我 们 有 
Py +Po = Py +P.. (21. 9) 
一 般 分 为 三 种 情况 : 
Yo i 
(a) 43 Bt BR RS (b) 实 验 室 坐标 系 $ 


图 21.2 ” 康 普 顿 散射 (a) 和 逆 康 普 顿 散射 (b) 


(1) 如 果 初 始 电子 相对 于 观测 者 静止 , Pw = mc’ Cm, 是 电子 的 静止 质量 ), 称 
作 康 普 顿 散射 ,这 种 情况 下 电子 的 能 量 得 到 增加 

(2) 如 果 电 子 是 运动 的 , Po=ym.c? , 则 电子 将 能 量 传递 给 低能 光子 ,自身 的 能 
FARRAR , 故 称 作 逆 康 普 顿 散射 ; 

(3) 当 人 射 光 子 的 能 量 远 小 于 电子 的 静止 能 ,Ai 和 ec” , 则 退化 为 经 典 的 汤姆 
MBN. 下 面 分 别 讨论 之 . 

因为 我 们 仅 关心 散射 光子 y 与 人 射 光子 y。 的 关系 ,不 必 考 虑 反 冲 电子 e 的 运 
动情 况 ,将 (21. 9) 式 写成 P.= 王 Po 十 (Pn 一 忆 ) 后 求 标 量 积 

Pio P= Pas Pat Pa PA F PaPa SP) 
=— mic? — 2P P, +2Po ° (Py — P,) =— mic’, 
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式 中 用 到 (21. 3) 式 , 故 有 
了 Po。 卫 , 一 Po， (Py — Py). (21. 10) 
(21. 10) 式 对 不 同 的 惯性 系 均 成 立 . | 
如 图 21. 2(a) ,在 初始 电子 静止 的 惯性 系 S' 中 ,以 初始 光子 运动 方向 为 轴 ， 
电子 和 光子 的 四 维 动量 分 别 为 
P'o = m.c (Osi) +P’ = or (esi) iP y TS asi), 
代入 (21. 10) 式 即 得 
h? j e h _h 
y y 60088 — 1) < mec (过 Fhe 


Ao À o 
其 中 cog =n » ec, ,最 后 得 到 
(ay eee a E = (21.11) 
MC 2 
式 中 
二 卫生 0.242A 
m oC 


为 电子 的 康 普 顿 波长 ,这 就 是 著名 的 康 普 顿 散射 公式 . 因 (21. 11) 式 右边 为 正 值 , 必 
有 二 1 , 即 散射 光子 的 能 量 减 小 ; 当 mec 污 h/X'6o 或 No DA. 时 ,A 人 Ao, 退化 为 经 
典 的 汤姆 逊 散 射 . 

康 普 顿 散射 效应 是 康 普 顿 、 吴 有 训 、 仁 科 芳 雄 和 塔 姆 等 在 1923 年 发 现 并 应 用 
相对 论 理论 进行 了 圆满 的 解释 , 它 “ 令 人 心服 地 表明 辐射 不 仅 携 带 能 量 , 而 且 携 带 
着 定向 的 动量 ”(Compton A H,1923). 

在 实验 室 坐 标 系 中 考虑 初始 电子 的 运动 时 ,可 以 对 上 式 进行 洛 伦 兹 变换 ,但 直 
接应 用 (21. 10) 式 可 能 更 加 简便 . 

如 图 21. 2(b) ,以 电子 运动 方向 为 x 轴 , 电 子 速度 v 二 ve ,初始 光子 和 散射 光 
子 的 单位 波 矢 为 n。 和 n, 则 电子 和 光子 的 四 维 动 量 分 别 为 


P, = mec (Beri) Pp = Ë (m,i) P, = È (ni). 
Ào À 
代入 (21. 10) 式 可 得 
人 (2m — bn) (hb 
E 1)= mel Be: (m zn) & Fi ) |. 
设 no * e, =cosh n° e, =cosh, Ill] n * ny =cos(@—bh) MA 


a N A. Vi — Æ [1—cos(6— 0) |— Ac BCcosé — coso) (21.12) 
1 — Bcos 
显然 , 当 B=0 且 =0 时 回 到 (21. 11) 式 ;与 康 普 顿 散射 不 同 的 是 , 当 0,% 和 8 满 
足 一 定 条 件 , 例 如 
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b =0, 0 一 arsos Ea) ’ 


KFB ,光子 的 能 量 增加 , 故 称 之 为 逆 康 普 顿 散射 . 


22 ”相对 论 连续 介质 力学 


以 上 讨论 了 质点 和 质点 系 的 相对 论 力 学 ,下 面 简单 介绍 相对 论 连续 介质 力学 . 
连续 介质 是 一 种 特殊 的 质点 系 , 例如 松散 介质 或 尘埃 , 是 无 相互 作用 的 微粒 的 组 
合 , 理 想 介 质 是 指 不 存在 黏 滞 性 的 气体 或 液体 . 在 本 节 的 讨论 中 不 涉及 热力 学 
问题 . 

22.1 连续 介质 的 连续 性 方程 
在 经 典 力学 中 , 设 po 为 连续 介质 中 某 处 的 质量 密度 ,& 是 该 处 质点 的 速度 , 则 
它们 满足 连续 性 方程 
a 
V。 (ou) + PT 0. 
将 上 式 对 任意 体积 积分 
fou » do =— al odV, 


它 表 明 流 出 体积 边界 9V 的 质量 等 于 体 元 V 中 质量 的 减少 量 , 故 也 称 之 为 质量 守 
恒定 律 . 

由 于 上 式 不 具备 洛 伦 兹 协 变性 ,我 们 来 对 这 个 经 典 定律 进行 修改 . 引入 瞬时 惯 
性 系 中 的 固有 质量 密度 w , 它 是 指 固 有 体 元 AV。 内 的 固有 质量 Am ,与 6 不 相同 : 
(22. 1) 


根据 质量 和 体积 的 变换 Am 一 yArmo ,AV 王 AVo/Y，, 可 知 两 个 质量 密度 的 关系 为 


p = Ypo. (22. 2) 
由 于 m 为 一 标量 , 它 与 四 维 速度 U, 的 乘积 是 四 维 矢量 : 
J, = wU, = Yupo (sic). (22. 3) 
我 们 称 之 为 四 维 质量 流 密度 . 将 yo 替代 经 典 连续 性 方程 中 的 o, 就 得 到 微分 方程 
9 (22. 4) 


IZ, 
它 明 显 具 有 洛 伦 效 协 变性 , 且 当 xc 时 ,am 一 o,Li 一 ,方程 退化 为 经 典 的 连续 性 
方程 ,满足 修改 牛顿 力学 的 两 个 条 件 ,所 以 (22. 4) 式 是 相对 论 连 续 性 方程 . 
将 上 式 对 任意 体 元 积分 ,利用 dV 二 dV。/y, 可 得 


第 5 章 ”相对 论 力 学 。135 >» 


mu . do =—2| dV». 
av, y 


这 表明 流出 静止 体 元 边界 9V。 的 质量 等 于 静止 体 元 Vo 中 质量 的 减少 量 , 所 以 相对 
论 连 续 性 方程 反映 的 是 静止 质量 守恒 ,或 者 粒子 数 守 恒 , 而 运动 质量 是 不 守恒 的 . 


22.2 四 维 运动 方程 和 能 动 张 量 


为 明确 起 见 ,我 们 首先 讨论 无 相互 作用 的 松散 介质 (例如 所 谓 ” 尘埃 ”) ,然后 将 
所 得 结论 推广 到 任意 的 连续 介质 . 
我 们 知道 ,松散 介质 的 经 典 运动 方程 是 
f=o% = p| u . Vout, 
了 是 作用 在 质点 上 的 力 密度 . 后 一 式 利用 了 复合 函数 的 求 导 法 则 : 


二 9 
dt dt az, ae VF (22.5) 


经 典 运 动 方程 实际 上 是 牛顿 方程 ,不 具备 洛 伦 兹 协 变 性 . 
根据 四 维 力 的 定义 (18. 3) 式 和 运动 方程 (18. DA: 


K, = | raw = Mo W, 


在 瞬时 惯性 系 中 , 取 无 穷 小 静止 体 元 dV。, 则 体 元 的 静止 质量 为 m = | mdVo , 作 


用 其 上 的 四 维 力 为 f,dVo ,于 是 得 到 松散 介质 的 运动 方程 : 
—, W, 
fa = po de” (22. 6) 
因 oo 和 dr 为 标量 , (22. ORRA BERET. FEDER EAB Ui 5 u s =, 
(22. 6) 式 的 空间 分 量 为 与 经 典 方程 相同 ,但 在 其 他 参考 系 中 上 式 仍然 成 立 , 而 经 典 
方程 不 再 成 立 . 
(22. 6) 式 仅仅 适用 于 松散 介质 ,下 面 我 们 以 此 为 基础 ,引出 具有 普遍 意义 的 运 
动 方 程 . 
利用 连续 性 方程 (22. 4) 式 ,可 将 运动 方程 (22. 6) 式 变 为 
Fu = Ge ga OUD ga = ga (OULU) (22. 7) 


即 作用 在 物质 系统 上 的 四 维 力 密度 f, 等 于 一 个 二 阶 对 称 张 量 poUU, 的 散 度 . 我 
们 将 此 对 称 张 量 的 负 值 定义 为 松散 介质 的 能 动 张 量 : 

Tg UU (22. 8) 
亦 即 
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N icu: 
T, =p a ea (22. 8") 
— Ius; 
ey icu: zg icu? mes icu} c 
根据 质量 密度 的 含义 , 式 中 各 分 量 的 物理 意义 为 
Tu ee a, 
Ta =— — (poc°u;) ae Ry ， 
Ta =_ ic(ou;) 一 一 1C oe 
T; =— pum; —— Sti, 
AE= Amc’ 和 Api= Amu; 是 在 质量 元 Am 的 能 量 和 动量 分 量 . 
因此 我 们 分 别 定义 : 
w= Tu = a’ (22. 9) 
为 能 量 密度 , 即 单位 体 元 内 的 能 量 ; 
S; = icT 4; = WU; (S = wu ) (22. 10) 


为 能 量 流 密度 ,能 量 流 | SidV 表示 单位 时 间 内 通过 e, 方向 单位 面积 的 能 量 ; 


B= İT, = m; (g = pl) (22.11) 
为 动量 密度 ,是 单位 体 元 内 的 动量 ; 
T; =— gu; (T =— gu) (22. 12) 


为 应 力 张 量 ,是 指 作用 在 法 向 为 6; 单位 面积 上 的 应 力 i 分 量 ( 见 12.5 节 ). —T; = 
gu; 则 为 动量 流 密度 ,动量 流 |g. dV 是 指 动量 的 ; 分 量 在 e; 方向 单位 面积 上 的 


改变 量 . 
于 是 连续 介质 的 能 动 张 量 成 为 
— igi 
(T;) — 1cg? 
T, = 一 icgs |. (22. 13) 
== 6, = sae w 
C 
运动 方程 (22. 6) 式 写成 
aT, 
aa oe (22. 14) 
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此 式 称 作 连续 介质 的 四 维 运动 方程 . 当 jy 二 1,2,3 及 /一 4 时 的 分 量 方程 为 


ae aT, CARR. dT; Ogi 

fi = ax, ae oe 
——9Ty _ i (2: 2w) 
fı ar， c ax; aN 


故 (22. 14) 式 的 矢量 形式 为 
f= fe: =— V. T+, 
(22. 14’) 
Pussi ves+%. 
分 别称 作 连 续 介 质 的 动量 定理 和 能 量 定理 . 这 两 式 对 应 于 电动 力学 的 (12.1) 和 
(12. 7) 式 ,但 差 一 负 号 ,因为 这 里 的 力 是 指 物质 体系 所 受 的 外 力 , 而 洛 伦 兹 力 则 是 
由 电磁 场 本身 产 生 的 . 
对 任意 的 连续 介质 ,上 面 得 出 的 能 动 张 量 定义 式 (22. 13) 和 运动 方程 (22. 14) 
也 仍然 成 立 ,能 动 张 量 的 物理 含义 仍然 正确 . 但 对 于 非 松散 介质 , (22. 9) 一 (22. 12) 
式 不 再 有 效 , 例 如 Tu 仍然 表示 能 量 密度 w 但 并 不 等 于 ec 


22.3 理想 流体 的 运动 方程 和 能 动 张 量 


所 谓 理 想 流体 ,是 指 不 存在 黏 滞 性 的 气体 或 液体 . 这 意味 着 相对 于 介质 静止 的 
观测 者 S ,只 有 法 向 应 力 T #0, MRAM MMA T 50G). 又 因为 理想 介质 
必定 各 加 同性 , 故 可 设 

T's =— Poy; 
式 中 己 是 静止 观测 者 测量 的 介质 压强 , 即 单位 体积 的 流体 沿 坐标 轴 方 向 传递 的 动 
量 (参见 12. 5 节 ), 由 于 介质 静止 ,不 存在 动量 和 能 量 流 而 只 有 固有 能 量 密度 w = 
oc” ,所 以 静止 理想 流体 的 能 动 张 量 简 记 为 


T,= i 0 | 


O pc 
设 介 质 以 速度 u 相对 于 惯性 系 S 运动 , 则 在 S 系 中 观测 的 能 动 张 量 可 以 对 
(22. 15) 式 进行 洛 伦 效 逆 变 换 得 到 
本 
设 S 和 S 的 坐标 轴 对 应 平行 ,因为 相对 速度 & 沿 任意 方向 ,我 们 应 取 固 有 洛 伦 效 
变换 (17. 23) 式 . 在 该 式 中 令 v= 二 wu, 并 用 四 维 速度 U, 表示 , 则 变换 系数 为 


(22. 15) 


+ DI U 
L= m 


C 
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由 上 面 三 式 不 难 求 出 ,理想 流体 的 能 动 张 量 为 
T, =— 0 (x)U,U, — P(x)d, , (22. 16) 
式 中 


o0(X) = w(x) 十 ro 


相当 于 介质 的 等 效 固有 密度 ,其 中 的 固有 密度 oo (z) 和 压强 PENE A Ca) HY 
函数 ,二 者 通过 实际 流体 的 物 态 方 程 P 一 P(o) 建 立 联 系 . 
将 (22. 16) 式 代入 (22. 14) 式 , 即 得 到 理想 流体 的 四 维 运动 方程 : 


(22: 17) 


0 2P 
ie Oz, = Jz (UU + oe: (22. 18) 
令 介 质 的 等 效 密度 为 c, 与 m 的 关系 类 似 于 po 和 po 的 关系 式 (22. 2); 
(Si = ee. (22.19) 
l — u’ /c 


则 (22. DRHZ EREÉAN 


f=u(V- (a) +2) vp, 
(22. 20) 
fru=e(V-(u+2%-45 2), 
这 里 用 到 (22. 5) 式 以 及 并 矢 的 散 度 公式 [ 见 (12. 37) 式 的 第 5 R] 将 第 二 式 乘 上 
u/c 后 与 第 一 式 相 减 ,就 得 到 三 维 运动 方程 : 
-4 (few=o%+vP E, (22. 21) 
此 式 也 称 作 相对 论 性 理想 流体 的 欧 拉 方程 . 
在 一 般 情况 下 ,理想 的 中 性 介质 仅 受 到 内 部 介质 的 压力 作用 ,这 时 体系 的 能 量 
动量 守恒 , 即 有 
we+ 42h 4%, (f=0). (22. 22) 
方程 的 右边 是 压强 的 空间 和 时 间 变 化 率 , 相 当 于 作用 在 质点 上 的 压力 密度 的 负 值 ; 
左边 可 以 视 为 质点 的 加 速度 与 质量 密度 o 的 乘积 ,所 以 此 式 可 以 看 成 质点 在 介质 
内 部 压强 作用 下 的 三 维 运动 方程 ,也 有 文献 将 (22. 22) 式 称 作 欧 拉 方 程 (Einstein 
A,1922). 
有 以 下 几 种 近似 情况 
(1) 低 速 近似 


VP = du _ 


P\d 
-o # = (w+ 去) 于 (u<c); (22. 23) 


dt’ 
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《2) 低 压强 近似 
VP =~ p St =— yp, X, (PK poc)s (22. 24) 
《3) 低 速 和 低压 强 近 似 , 即 经 典 力 学 情况 
VP =— pot, (ge,P prc). (22. 25) 
以 上 三 式 是 内 部 压力 密度 ( 即 压强 梯度 的 负 值 ) 与 加 速度 的 关系 ,质量 密度 分 别 为 
mop 和 po 


从 应 用 的 角度 来 说 ,上 述 三 种 近似 基本 上 包括 了 一 般 的 实验 情况 ,高 速 和 高 压 
强 的 相对 论 流体 仅 在 天 体 物理 中 得 到 应 用 . 


22.4 荷 电 理想 流体 的 运动 方程 和 能 动 张 量 


如 果 连 续 介质 是 荷 电 系统 , 它 除了 受 内 部 压力 作用 外 ,还 将 受到 体系 内 部 的 电 
磁 相 互 作用 . 压力 的 作用 已 经 反映 在 介质 的 能 动 张 量 工 ,之 中 ,而 由 (16. 16) 式 , 电 
磁 相 互 作用 力也 可 以 表示 为 电磁 能 动 张 量 Te 的 梯度 ,综合 (16. 16) 和 (22. 14) 式 ， 
可 得 


iY 
p 一 一 a (22. 26) 


这 里 的 电磁 力 对 于 系统 内 部 的 体 元 来 说 是 外 力 ,但 将 电磁 场 和 荷 电介质 看 成 一 个 
体系 时 则 是 系统 的 内 力 . 将 荷 电 系统 的 物质 能 量 动量 张 量 工 , 和 电磁 场 能 量 动量 
张 量 TY 合 在 一 起 ,定义 荷 电流 体 的 总 能 量 动量 张 量 : 


I, =T, +T”, (22. 27) 
则 (22. 26) 式 成 为 
Oly o, (22. 28) 
Ox, 


可 见 , 如 果 将 电磁 力 看 成 物质 系统 的 内 部 作用 , 则 整个 体系 的 能 量 动量 守恒 . 根据 
电磁 场 和 连续 介质 的 能 动 张 量 表达 式 (16.15) 和 (22. 13) ,动量 和 能 量 守恒 律 分 
别 为 


Vv: (T+T™)—S(gt+g™)=0, (22. 29) 
y. (S+S™)+ 5 (wtw™)= 0. (22. 30) 


对 于 任意 的 不 受 外 力作 用 的 孤立 物质 体系 ,将 (22. 29) , (22. 30) 式 对 整个 体系 
积分 ,因为 孤立 体系 与 外 界 没有 动量 和 能 量 的 交换 , 即 


f (T +T™)do => (S+5™)+ do = 0, 
故 积分 守恒 量 是 体系 的 总 动量 和 总 能 量 :; 
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P= | (eg 十 gm)dy = 常 矢 ， (22. 31) 


E = | (w+w™)dV 一 常量 (22. 32) 
作为 一 例 ,我 们 来 求 磁 流 体 的 动力 学 方程 . 
荷 电流 体 在 磁场 中 运动 时 产生 感应 电流 ,磁场 通过 对 电流 的 作用 力 影 响 流体 
的 运动 . 将 磁场 和 流体 看 成 一 个 整体 , 则 体系 满足 能 量 和 动量 守恒 条 件 . 根据 
(16.15) 和 (22. 16) 式 ,可 知 磁场 和 理想 流体 的 能 动 张 量 分 别 为 


a 1l 
w = zeH’, 
Sm = c2gm = 0, (22. 33) 
T° = HH — 5 pH I. 
w=oa’—P, 
k = cig = ĉu, (22. 34) 
T =— cuu — PI. 
代入 (22. 29) 和 (22. 30) 式 后 联 立 求解 ,得 到 


s =V. (HED) 一 Y ($AH +P)+ 2 (FH PP). (22.35) 
这 就 是 相对 论 性 磁 流 体 的 守恒 律 ,也 称 作 磁 流体 动力 学 方程 或 欧 拉 方程 . 对 于 低速 
和 低压 强 的 经 典 情况 vcccyc >p, (22. 35) 式 化 成 磁 流体 的 经 典 运动 方程 
p ¥ = V+ QHA) (Fu +P). (22. 36) 
在 (22. 35) 和 (22. 36) 两 式 中 有 关 磁 场 项 的 物理 意义 是 这 样 的 :根据 (16. 2) 式 ， 
当 电 场 为 0 时 的 洛 伦 兹 力 密度 为 
=v- [mn (41:8) T] v> wv (Jub) 
由 于 V， 五 =0, 右 边 第 一 项 V， OHH) =p: VN 是 沿 磁场 线 方向 的 张力 ;而 
力 密度 相应 于 压强 的 负 梯 度 ,第 二 项 中 的 去 xH?* 就 是 流体 所 受 的 静 磁 压强 或 


磁 压 . 
显然 , 当 磁 场 为 0 时 ,(23.35) 和 (23. 36) 两 式 分 别 退 化 为 中 性 理想 介质 的 欧 拉 
方程 (22. 22) 及 其 经 典 近似 (22. 25) 式 . 


相对 论 论述 的 正 是 空间 和 时 间 这 个 四 维 连 续 域 的 固有 对 称 性 . 
一 一 外 尔 《 对 称 》 
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我 们 在 引言 中 曾经 指出 ,相对 论 的 核心 并 不 是 时 间 和 长 度 等 的 “相对 性 ”, 而 是 
物理 规律 的 “绝对 性 ”, 是 时 间 和 空间 连续 域 的 固有 对 称 性 . 本 章 的 内 容 有 助 于 我 们 
对 这 一 方面 的 理解 . 虽然 本 章 令 述 的 并 不 涉及 相对 论 的 新 内 容 , 但 绝 不 是 前 面 几 音 
的 简单 重复 , 它 是 从 不 变性 或 对 称 性 的 角度 对 相对 论 理 论 结构 的 深入 分 析 , 这 对 于 
我 们 进一步 理解 相对 论 的 理论 精髓 和 优美 结构 是 非常 有 益 的 . 事实 上 ,对 于 一 个 理 
论 , 仅 仅 知道 如 何 应 用 或 者 将 它 作 为 一 个 工具 还 远 远 不 够 ,还 应 该 对 它 的 基本 思想 
有 一 个 清楚 地 认识 ,对 它 所 揭示 的 事物 本 质 有 深入 的 体会 . 


23 运动 方程 的 拉 格 明日 表述 
23.1 变 分 原理 和 哈密 顿 原 理 
首先 介绍 变 分 原理 ( 变 分 法 ). 
我 们 知道 ,几何 光学 的 一 个 基本 原理 是 费 马 原理 (最 小 光 程 律 ) :对 于 光波 的 实 
际 传播 过 程 P>Q, 必 定 满 足 光 程 取 极 小 值 , 即 


òl 一 ij nz)dz =0, z|, =d2|, = 0, 
p 


其 中 xz) 是 光波 经 过 介质 的 折射 率 , 为 传播 路 径 zx 的 函数 . 由 此 即 可 导出 反射 定 
律 、 折 射 定律 等 几何 光学 的 规律 . 


y=y(x)+6y 
“a 


t 
7 
+ 

se 


7 
1 
me Y=y,(x) 
¢ 


图 22.1 变 分 的 几何 意义 
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上 面 的 8! 和 dz 是 泛 函 和 自 变量 的 变 分 . 其 几何 意义 是 这 样 的 :如 图 22.1 所 
示 , 经 过 空间 两 点 P,Q 的 路 径 有 许多 条 y= 二 y(x), 其 中 有 一 条 路 径 取 极 值 y= 
Yo (x) ,我 们 定义 
Sy = v(x) —yo(x), Hz|,= srl, = 0, 
Sy 和 dz 称 作 孔 数 和 自 变量 的 变 分 . FNS I= IL yo) ,其 变 分 定义 为 
aps lim I[ yo (x) +a8y]— IL yo (x) | = IIL yo tad 
由 定义 可 知 , 变 分 8 的 运算 法 则 与 微分 d 完全 相同 ,并 且 二 者 可 以 对 易 , 即 
d(dD = lL I(y+dy) 一 TOy) J 


一 21+ dy +ady) ~2I(y+ady) | 
Q a=0 Ja a=0 


= dsl). 
如 果 泛 函 I= Thy DIE y= (az) LAR MEN EA 


BILI) Ivan = ŽIC + ody) | 0 = 0. 


这 就 是 所 谓 的 变 分 原理 . 

那么 ,数学 上 的 变 分 原理 是 否 具有 真实 的 物理 意义 呢 ? 也 就 是 说 ,对 于 某 个 物 
理 体系 是 否 也 存在 一 个 泛 函 ,在 某 一 个 真实 的 物理 过 程 中 取 极 值 ? 我 们 来 看 几 个 
例子 :在 竖 直 平面 内 ,如 果 一 个 粒子 从 周 定点 了 运动 到 Q, 不 考虑 自身 重力 时 的 粒 
子 沿 直线 运动 的 时 间 最 短 ,在 计 及 自身 重力 时 沿 悬 链 线 的 时 间 最 短 ; 四 周 固定 的 肥 
皂 膜 的 自然 形状 必定 是 最 小 曲面 ,不 考虑 自转 的 天 体 的 自然 形状 必然 是 球体 ,因为 
在 相同 的 体积 下 球 的 表面 积 最 小 一 一 自然 界 就 是 如 此 神奇 ! 

1788 年 ,法 国 数学 和 物理 学 家 拉 格 朗 日 出 版 了 著名 的 《分 析 力 学 》 后 来 英国 
科学 家 哈密 顿 进一步 发 展 了 拉 格 朗 日 的 理论 ,于 1843 年 提出 了 著名 的 哈密 顿 原理 
或 最 小 作用 最 原理 :对 于 一 个 理想 的 保守 力学 体系 ,在 相同 的 时 间 内 的 任何 真实 的 
动力 学 过 程 P>Q, 必 定 满足 作用 量 取 极 小 值 , 即 作用 量 的 变 分 为 0. 在 经 典 力学 
中 ,哈密 顿 原理 通常 表示 为 


vo af L” a ee (23. 1) 


其 中 的 泛 函 了 叫做 作用 量 ,L* 是 三 维 形式 的 拉 格 朗 日 函数 . 此 式 在 相对 论 中 也 仍 
然 成 立 , 但 拉 格 朗 日 函数 与 经 典 力学 不 同 ,并 且 由 于 时 间 的 相对 性 , 拉 格 朗 日 函数 
并 非 不 变量 ,这 里 我 们 不 对 此 式 作 重点 讨论 . 

在 经 典 力学 中 ,一 个 质点 的 运动 状态 由 它 的 空间 位 置 x;(t) 和 三 维 速度 wi(?) 
来 确定 ,时 间 变 量 则 作为 参数 . 在 相对 论 的 四 维 时 空 理论 中 ,质点 的 状态 参数 是 四 
维 时 空 x, Ce) 和 四 维 速度 U, (7) ,运动 参数 是 固有 了 时间, 由 此 构成 的 8 维 空间 
(r, U, ) 称 作 态 空间 (位 形 空间 ). 根据 几何 学 的 知识 ,一 个 空间 由 一 个 线 元 来 确 


a=0 


第 6 章 相对 论 的 拉 格 朗 日 表述 。143 ， 


定 , 相 对 论 的 8 维 态 空 间 由 下 面 的 两 个 不 变性 确定 [ 见 (17.7) 和 (17. 18) 式 ]: 
ds =— dz, dz, 
a = dU,dU,,. 
将 (23. 1) 式 中 的 积分 变量 用 固有 时 间 表 示 ,dr 二 dt/7, IFS L=yL* , 则 哈密 
顿 原理 表示 成 


(23. 2) 


re a) 'L rare, de = (23. 3) 


这 里 及 以 下 的 “. "SRAM ORS (2c, =U,) Lz, T) Fe 8 EASA r,t) ER 
函数 , 称 作 四 维 形式 的 拉 格 朗 日 函数 . 因为 固有 时 间 是 不 变量 , 故 拉 格 朗 日 函数 也 
是 不 变量 . 

我 们 认为 ,哈密 顿 原理 具有 深刻 的 物理 和 哲学 意义 ,与 能 量 守 恒定 律 一 样 是 自 
然 界 的 普遍 规律 ,是 整个 物理 学 的 最 高 原理 一 一 其 地 位 相当 于 几何 学 中 的 公理 . 哈 
密 顿 原理 对 所 有 参考 系 都 应 该 成 立 , 对 于 一 个 确定 的 物理 体系 ,关键 是 如 何 选取 拉 
格 朗 日 函数 ,下 面 对 此 做 一 些 讨论 : 

(1) 哈 密 顿 原理 要 求 拉 格 朗 日 函数 具有 能 量 的 量 纲 , 且 应 该 是 实 函 数 ,这 是 因 
为 一 切 可 观测 量 都 是 实数 ,而 它们 由 拉 氏 函数 来 确定 . 

(2) 如 上 所 说 , 拉 格 朗 日 函数 是 不 变量 ,这 就 要 求 它 必须 是 标量 函数 ,而 不 能 是 
任意 的 矢量 或 张 量 . 例如 zx ,Zz ,Zz,A, ,FF,,F,, 等 都 是 不 变量 . 

《3) 对 于 动力 学 体系 , 拉 格 朗 日 函数 应 是 四 维 坐标 和 四 维 速度 的 函数 

L = L(2,5x,). 
注意 :在 哈密 顿 理 论 中 ,z, Maz, 是 独立 变量 ,正如 空间 坐标 相互 独立 一 样 . 例如 ， 
考虑 到 条 件 (2) ,自由 粒子 的 拉 氏 函数 可 能 是 坐标 和 速度 的 双 线 性 组 合 
QT Ty Dr Tinte t 
a,b,c 为 常数 . 对 于 势 场 中 的 粒子 , 拉 氏 函数 可 能 是 
aaa F Oya) te)! Co awa Hs 
a(x) ,b(x) .c(x) AA PARK. 

(4) 不 言 而 喻 ,在 满足 上 述 要 求 的 前 提 下 ,应 考虑 简单 性 原则 . 

(5) 另 外 ,满足 哈密 顿 原理 的 拉 氏 函数 不 是 唯一 的 . 对 于 一 个 给 定 的 物理 体系 ， 
拉 氏 函数 可 以 相差 一 个 标量 函数 f(z ,xz,) 对 固有 时 的 微分 . 如 果 工 是 拉 氏 函数 ， 
则 函数 

L’=L+ ft). (23. 4) 
也 满足 哈密 顿 原理 ,因为 


| cr + df dre = | srdr+ SF 一 0 
最 后 一 步 是 因为 在 积分 上 下 限 的 变 分 SF ,一 Sj| .一 0. 
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可 见 哈密 顿 原理 只 是 提供 一 个 原则 ,要 建立 理论 体系 还 必须 考虑 其 他 的 物理 
因素 . 
23.2 拉 格 朗 日 和 哈密 顿 正 则 方程 
(1) 拉 格 朗 日 方程 
我 们 来 证 明 ,哈密 顿 原 理 的 一 个 等 价 表示 是 拉 格 朗 日 方程 . 
HA Srl, = del, = 0, 哈 密 顿 原理 (23. 3) 式 成 为 
af = |" aL, .4,)de = 0. (23. 5) 
P 
根据 变 分 的 定义 , 当 变量 r,t, 发 生变 化 时 拉 格 朗 日 函数 的 变 分 为 
L= L Forat FIn m L a) 


3 E Ix, dr 
= Feb ~aelag, JO + Slag) 


将 上 式 代 和 人 到 (23. 5) 式 ,最 后 一 项 的 积分 为 
FR (Sea ) de = 2 ax, |; = 0, 
上 式 中 用 到 在 积分 上 下 限 处 ,坐标 变 分 zj| , i dx|, = 0, 于 是 得 到 
| Pe oe Pee = 0. 
由 于 òr, 的 任意 性 , 故 有 
ra pee es si (23. 6) 


ak, 
这 就 是 相对 论 中 四 维 形式 的 拉 格 朗 日 方程 . 
必须 说 明 ,如 果 拉 氏 函 数 不 仅 仅 是 坐标 及 其 一 阶 的 函数 , 则 拉 格 朗 日 方程 不 是 
上 述 的 形式 . 例如 在 一 维 情况 下 ,如果 拉 氏 函数 是 坐标 及 其 一 阶 和 二 阶 导数 的 函数 
L= L(z,2,7). 
不 难 证 明 ,这 时 的 拉 格 朗 日 方程 应 为 
3L d (24) d (2) 


ax driaz Ox 


dx dr dr’ 
(2) 哈 密 顿 正则 方程 


哈密 顿 原理 的 另 一 个 等 价 表示 是 哈密 顿 正则 方程 , 当然 也 与 拉 格 朗 日 方程 
等 价 . 
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由 于 拉 格 朗 日 函数 具有 能 量 的 量 纲 ,也 称 作 能 量 函 数 , 它 对 速度 的 导数 具有 动 
量 的 量 纲 . 因此 我 们 定义 拉 氏 函数 对 四 维 速度 的 偏 导 为 四 维 正 则 动量 ,其 分 量 是 三 
维 正则 动量 和 正则 能 量 : 

P, = 2b = (P.ŻE). 多 
IL, C 
EAL Pe Ty ey DOE SHE ,注意 到 拉 氏 函数 仅 为 (zz.) 的 函数 ,我 们 得 到 一 个 
重要 的 关系 式 
dz, d /3L\ aL 
ere rere baer 
d (ż 2L) 人 9L | dz, 2L) 


le IL, dr dx, dr az, 
—~ 4p _ 
= dp EP e L), 


故 存在 一 个 守恒 量 ,将 其 定义 为 哈密 顿 函 数 : 

H(z,,P,) = x,P,— Llp £). (23. 8) 
注意 , 互 是 8 维 相 空 间 {xz,,P,) 的 函数 ,而 L 是 8 维 状 态 空间 {zz ,Zz) 的 函数 ， 
即 有 

aH_ 0 2L 
ax, oe ee OP, 
XY (23. 8) RAY » All FA Fe BC DEn 


aH __ dP, aH _ dz, 
dx, de aP, dr 。 (23. 9) 


(23. 9) 式 称 作 哈密 顿 正 则 方程 .上面 的 第 一 式 表明 ,如 果 哈 密 顿 函数 中 不 包含 某 一 
个 坐标 x, ,该 坐标 称 作 循环 坐标 , 则 相应 的 正则 动量 为 守恒 量 (也 ,一 0). 若 循环 坐 
标 是 ze 或 ,表示 能 量 守恒 或 动量 的 ;分量 守恒 . 

四 维 形式 的 拉 格 朗 日 方程 (23. 6) 和 哈密 顿 正 则 方程 (23. 9) 都 是 张 量 方程 , 因 
而 具有 明显 的 协 变性 . 对 于 一 个 给 定 的 物理 体系 ,将 拉 格 朗 日 函数 代入 相应 的 拉 格 
朗 日 方程 ,或 者 将 哈密 顿 函数 代入 哈密 顿 正则 方程 ,就 可 得 到 体系 的 运动 方程 以 及 
场 方程 . 因此 拉 格 朗 日 和 哈密 顿 方程 的 不 变性 导致 所 有 物理 规律 保持 不 变 一 一 这 
正 是 相对 性 原理 要 求 的 . 


(3) 三 维 形式 的 拉 格 朗 日 和 哈密 顿 正则 方程 


如 果 以 式 (23. 1) 为 基础 ,重复 上 面 的 证 明 , 就 得 到 我 们 熟知 的 三 维 形式 拉 格 朗 
日 方程 : 


0. 


全 (一 ) 一 二 一 = (23. 10) 


dt Ou; OX; 
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还 可 以 得 到 三 维 形式 的 哈密 顿 函 数 ， 
H” taf = u;P? SL a P? == 
以 及 哈密 顿 正 则 方程 : 


(23. 11) 


aH* __ dP? aH* _ dz; 


az; de 


(23. 12) 


dt’ ap dt’ 
以 上 3 式 等 价 于 (23. 6) ~ (23. 9) 式 . ERR AB H RR L” C, u) ie R R 
% H* Ci Pt) 5 LC, A HG,,.P,) TAR RRE E RRE RAAH. 

事实 上 ,一 个 物理 体系 的 拉 格 朗 日 函数 可 以 有 不 同 的 表示 ,相应 地 ,正则 动量 
和 哈密 顿 了 水 数 也 随 之 改变 ,但 是 根据 拉 格 朗 日 方程 或 哈密 顿 正则 方程 求 得 的 运动 
方程 是 唯一 的 . 


23.3 质点 运动 方程 的 拉 格 朗 日 表述 
(1) 自 由 质点 的 运动 方程 


首先 考虑 最 简单 的 情况 , 即 不 受 任 何 外 力作 用 的 自由 粒子 的 运动 . 
我 们 知道 ,由 时 空间 隔 不 变性 得 到 四 维 速度 的 缩 并 为 不 变量 : 


U,U, = t,t, => cs 
FA Pal FR eR A Be oe Yt 2 , FA ate A 
L(x, Up) = Am U,U, =— 4m. (23. 13) 


其 中 的 因子 1/2 不 是 实质 性 的 ,因为 拉 氏 函数 是 U, 的 双 线 性 函数 ,引入 该 因子 将 
给 计算 带 来 方便 [参见 下 面 的 (23. 23 sh) J. 
将 (23.13) 式 代入 拉 氏 方程 (23.7) 式 ,得 到 自由 粒子 的 正则 动量 为 


P, a a = MU,» (23. 14) 
将 它们 代入 拉 格 朗 日 方程 ,得 到 

dP dU, _ 

E Mo Fes = 0. (23. 15) 


此 即 惯性 运动 方程 ,表示 自由 粒子 的 (正则 ) 动 量 和 (正则 ) 能 量 保持 不 变 : 
全 = mu 一 常 矢 ， 
E = m’ = #&. 
以 上 的 结论 是 我 们 熟知 的 ,从 动力 学 的 角度 分 析 , 不 受 外 力作 用 的 粒子 必然 作 
惯性 运动 . 但 从 哈密 顿 原理 的 角度 来 看 ,是 说 自由 粒子 的 运动 轨迹 必定 是 作用 量 


Lo 元 [Lode = T moc?| de (23. 17) 


(23. 16) 
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取 极 什 , 也 就 是 固有 时 间 间 隔 | dr 取 极 值 . 我 们 在 10 节 已 经 证 明 , 两 个 固定 点 之 


间 的 所 有 可 能 的 运动 轨迹 中 ,惯性 运动 的 固有 时 具有 最 大 值 . 因此 可 将 这 两 种 表述 
表示 为 等 价 关 系 : 


F=0 | dr=0. (23. 18) 


此 式 是 闵可夫 斯 基 在 1908 年 指出 来 的 (Minkowski H, 1908). 注意 ,哈密 顿 原 理 是 
说 在 相同 的 时 间 内 作用 量 取 极 小 值 , 既 然 惯性 运动 的 固有 时 最 大 ,在 相同 的 时 间 内 
作用 量 就 必然 最 小 . 


(2) 荷 电 粒 子 的 运动 方程 


荷 电 粒 子 在 电磁 场 中 运动 时 受到 电磁 场 力 的 作用 ,根据 运动 的 迭 加 性 , 当 电 磁 
场 消失 时 荷 电 粒子 应 该 成 为 自由 粒子 . 因此 拉 氏 函数 可 分 成 两 部 分 : 
L= Lo + Le 9 
其 中 LI。 是 自由 粒子 的 拉 氏 函数 (23. 13) 式 ,由 于 拉 氏 函数 必须 是 标量 , 且 具 有 能 量 
的 量 纲 ,L。 应 该 与 粒子 的 电磁 势能 有 关 ,我 们 取 
L.(x,.U,) = qu,A,(z,). 


故 总 的 拉 氏 函数 为 
L(x, 5U,) = F mU,U, + GUA, (a). (23. 19) 
代 人 拉 格 朗 日 方程 得 到 
d — gy 0A 
FU, +A, = gS. (23. 20) 


此 即 荷 电 粒 子 运 动 方程 的 四 维 形式 . 它 与 用 洛 伦 效 力 表 示 的 运动 方程 是 一 致 的 , 因 
为 (23. 20) 式 可 以 变 成 


d Ox dr 
aA, aA， 
= qu, = Ox, 
= iF n> 
这 与 (18. 10) 式 相同 . 
进一步 求 得 四 维 正 则 动量 为 
IL 
P, = aU: = MU, +¢A,» (23. 21) 
根据 正则 动量 的 分 量 表示 ,得 到 荷 电 粒子 的 三 维 正则 动量 和 能 量 分 别 为 
P= mu 十 qA 9 


(23. 22) 
E = m’ +g. 


«143 狭义 相对 论 


它们 是 机 械 能 量 me? 和 机 械 动 量 mu 与 附加 值 之 和 ,其 中 的 附加 能 量 是 粒子 的 电 
势能 gp, 附 加 动量 94 的 意义 可 以 作 如 下 理解 . 将 矢 势 (2,2; (2) ) 对 时 间 求 导 : 


一 只 一 wxXVYX4A+VG 一 AXVXa 一 (4A， Vu 


= 2A + Vp—uXVXA+V (ur A—g) 


=— (E+uXB) +V (u: A-o). 
第 2 步 用 到 矢量 微分 公式 (12. 37) 的 第 2 式 , 第 3 步 是 因为 拉 氏 表述 是 在 态 空间 
{Zz ,UU } 中 讨论 ,坐标 和 速度 为 独立 变量 , 算 符 V ERE u 上 的 结果 为 零 ; 第 4 步 
用 到 电磁 场 与 电磁 势 的 关系 (14. 3) 式 . LREN u+ A 一 pg 时 


oA =—| E+ vx Bdr =—| Fae , 


即 为 洛 伦 效 力 下 的 冲 量 的 负 值 , 故 表现 为 动量 . 
从 上 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ,虽然 采用 拉 格 朗 日 方程 求解 有 时 并 不 比 动力 学 方 
法 简单 ,但 是 哈密 顿 原理 揭示 的 物理 规律 的 不 变性 ,有 助 于 我 们 理解 相对 论 的 
最 后 指出 ,由 于 一 个 物理 体系 的 拉 格 朗 日 函数 并 不 是 唯一 的 ,我 们 也 可 以 采用 
另外 的 形式 . 例如 ,将 (23. 13) 和 (23. 19) 式 分 别 改 成 


L'o(x,.U,) = mec /—U,U, = me's (23. 23) 
L’(z,,U,) = moc /—U,U, + qUu,A,- (23. 24) 


根据 拉 格 朗 日 方程 (23. 6) 或 哈密 顿 正则 方程 (23. 9), AAT LAS Bl a LAA ar 
电 粒 子 的 四 维 运动 方程 . 如 果 取 三 维 形式 的 拉 氏 函数 ， 


Le (Lisu) = mocv 1 —w /ce 9 (23. 25) 
L* (riu) =—me’/1—u’/c? +q(urA—@)s (23. 26) 


AAPL TE (23. 10) BK (23.12), 还 可 以 得 到 三 维 形式 的 运动 方程 . 读者 不 妨 
24 Sar REA ALAS H RIR 
24.1 哈密 顿 原理 的 场 量 形式 


上 节 讨 论 的 哈密 顿 原理 仅 应 用 到 运动 质点 ,下面 我 们 将 其 推广 到 质点 系 、 连 续 
介质 乃至 于 连续 场 分 布 . 
设 质 点 系 中 的 质点 Ck 二 1,2,3,…) 的 四 维 坐 标 和 速度 为 (zw” ,zw ) ,其 拉 氏 
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函数 为 Li , 则 体系 的 拉 氏 函数 为 各 质点 拉 氏 函数 之 和 : 

L= SY LC a), (24. 1) 
故 质 点 系 的 哈密 顿 原理 为 

aI = a( 5 Lidr)= 0. (24. 2) 


在 此 基础 上 23. 2 节 的 所 有 结论 仍然 成 立 . 
对 于 连续 介质 或 场 系统 中 一 个 无 穷 小 固有 体 元 dVo =y. dV ,将 其 视 为 一 个 质 
点 , 则 拉 氏 函数 变 为 
Li > LAV, = y¥, LAV; 
式 中 的 2 称 作 拉 格 朗 日 密度 ,表示 单位 固有 体 元 内 的 拉 氏 函数 . 由 于 de = ydr, 4% 
系 的 作用 量变 成 


未 = D |Lade + | saver = +| sQ, 


其 中 ， 

d2 王 dz A dzz A dzz A da, (da, = icdt) 
为 四 维 闵 氏 空间 的 坐标 体 元 ,我 们 在 13.3 节 已 经 说 明 它 是 一 个 麻 标 量 ,在 特殊 或 
固有 洛 伦 效 变换 下 保持 不 变 [参见 (13. 16) 式 ], 故 拉 格 朗 日 密度 也 是 不 变量 . 

对 于 分 立 的 质点 ,不同 点 的 质点 用 记号 来 标记 ,对 于 连续 的 场 分 布 ,不 同时 
空 点 的 识别 就 应 该 用 连续 变量 c, 表示 ;分 立 质点 的 运动 状态 由 四 维 坐 标 x, 及 其 
REE xc, 来 描述 ,而 场 的 状态 则 是 由 场 量 w 及 其 变化 ap。 来 刻画 ,这 里 的 下 标 o 是 
场 量 指标 ,对 于 标量 场 c 可 以 略 去 ,对 于 电磁 场 ,g, 一 As (o=1,2,3,4). 例如 ,给 出 
空间 各 点 的 电磁 势 A, 及 其 9,A,, 也 就 确定 了 电磁 场 分 布 . 以 上 的 对 应 关系 可 以 
写成 

B m > (Ly) 
Lie O Ir 0,0; (a): 
因此 对 于 连续 介质 或 场 系统 来 说 , 拉 氏 密度 应 该 是 场 量 及 其 一 阶 导数 的 函数 : 
L= Lp,) 99, (7,)), (24. 3) 
用 场 量 表示 的 哈密 顿 原理 为 
3| 2 Cg,aps)d0 = 0. (24. 4) 

和 拉 氏 函数 不 唯一 的 情况 类 似 ,满足 哈密 顿 原理 的 拉 氏 密度 也 不 是 唯一 的 ,可 
以 相差 一 个 矢量 的 散 度 . ROARS A 二 A, (zx) 及 相应 的 拉 氏 密度 : 

2 = 4+9A,(z). (24. 5) 
则 LA 2' 都 满足 哈密 顿 原理 . 证 明 如 下 : 
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3| v’do= [asan+ [a,3A,d0 
2 2 2 


= [avin+$oa,da, 
2 an 
= 二 0+8A, | aa =0, 


其 中 
dQ,, = (drz: A dz; A dz， 一 dr A dz; A dz4，…) 
是 三 维 超 曲面 的 微 元 ,对 应 于 三 维 欧 氏 空间 的 2 维 面 积 元 
do; = (dx, A dzz, 一 drl A dzs ,dzl A dzz). 

第 2 步 用 到 四 维 矢量 散 度 的 积分 公式 , 它 是 三 维 欧 氏 空间 中 高 斯 积分 公式 的 推广 : 

| V+ xav = Ox + do [a,X,d0 = ÈX, dQ,, 

V av 0 an 
最 后 一 步 是 因为 在 超 曲 面 上 的 变 分 5A, | ao = 0. 
24.2 拉 格 朗 日 和 哈密 顿 正 则 方程 的 场 量 形式 


类 似 于 质点 的 拉 格 朗 日 方程 的 证 明 ,根据 变 分 的 定义 ,当场 量 w 发 生变 化 时 
拉 兵 密度 的 变 分 为 
52 = o + ae (x) +8(3,9.) ] — LL e,(x) 9,0.) ] 


Je ae +5 二 TO Ope ) 
_ 3L _ IL a IL 
= Pa y T, (sce) 


第 3 步 用 到 69, =2,6. oe A 4) 式 ,利用 矢量 散 度 的 积分 公式 ,最 后 一 
项 的 积分 : 


2 IL 2 
| aa, Gers ago) da = | Saget ni 
最 后 _ 步 是 因为 在 超 曲面 上 op|ao 一 0. 于 是 得 到 


[ee Gems = 3 Japan = 0, 


由 于 og, 的 任意 性 , 故 有 


3 IL ag _ 
ax, (xp) IQ, eee 
这 是 用 场 量 表示 的 拉 格 朗 日 方程 . 
等 价 地 ,定义 正则 动量 密度 和 哈密 顿 密度 分 别 为 
(24. 7) 


REND y 
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Kg Kyo) = Ipo Ryo — Kes 19 We) (24. 8) 
因为 哈密 顿 密度 是 相 空间 (pe o nua } 的 函数 ,而 拉 格 朗 日 密度 是 态 空间 ( 9, ,ap。 } 的 
函数 ,对 上 式 求 导 并 利用 拉 格 朗 日 方程 (24. 6) 式 得 


IL 
=E Ja 十 9upodro。 


=— 9,me APs 十 apodrv = O. 
故 由 场 量 表示 的 哈密 顿 正则 方程 为 


= =— pnm » ge = J Pos (24. 9) 


以 上 的 四 个 方程 式 (24. 6) 一 (24.9) 对 应 于 23. 2 节 的 (23. 6) 一 (23. 9) 式 . 综合 
本 节 和 上 市 的 结论 ,我 们 将 质点 和 场 系统 的 公式 归纳 为 表 24.1. 


表 24.1 质点 和 场 系 统 的 拉 格 朗 日 和 哈密 顿 正则 方程 


质点 系统 场 系统 
态 空间 Ts $99 ppo 
哈密 顿 原理 Sf L cauri, Jdr =0 af LC Gy Io AD = 0 
d (aL) ab _ AE \_ ae 
TAS BA A Ty ee) IT, 0 az, (Iag) Igy : 
: —9L = IF _ 
相 空 间 Tp’ P, az, Yas Tye IlI npe) 
哈密 顿 量 Haps Pp)5= tp Pp L KH Go s Ruo ) =I pPo nyo — E 
aH__ dP, at__, 
te ae PA 
哈密 顿 正则 方程 
i 9H _ dz, aH _ 4 
oP, dr an, a? 


24.3 ”电磁 场 方程 的 拉 格 朗 日 表述 


利用 上 小 节 的 结论 ,我 们 分 两 步 求 解 电磁 场 方程 , 先 分 析 自 由 电磁 场 , 即 在 场 
区 内 的 自由 电荷 密度 p 和 电流 密度 J 均 为 0, 然 后 考虑 一 般 情况 . 


(1) 自 由 电磁 场 的 场 方程 


电磁 场 的 场 量 是 指 四 维 电磁 势 , 其 分 量 为 
A(zm) = (Alap) plt) ) 
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由 (24. 6) 式 可 得 电磁 场 的 拉 格 朗 日 方程 为 

ag aq 3a9g * 

a aaa) : 
只 要 选 定 体 系 的 拉 格 朗 日 密度 , 即 可 求 得 电磁 场 方程 . 

因为 拉 格 朗 日 密度 必须 是 标量 , 且 只 能 是 A, 和 93,A, 的 函数 ,自由 电磁 场 的 拉 
格 朗 日 密度 的 可 能 形式 为 
L = aA,A, + 60,A,0,A, + cP Pye» 

式 中 的 系数 a,b 为 任意 常数 . 我 们 已 经 知道 ,电磁 场 中 存在 一 个 不 变量 FF, 
[ 见 (15.6) 式 ], 且 是 3,A, 的 函数 ,考虑 到 拉 格 朗 日 密度 应 具有 能 量 密度 的 量 纲 ， 
故 取 


(24. 10) 


LOA) 三 一 LR E (24.11) 
Arto 


将 (24. 11) 式 代入 拉 格 朗 日 方程 (24. 10) 式 ,得 到 


FaFa) 2 (2CEeFe)] 一 0 
aA, ax, \ a(0,A,) 


AY 仅 为 5.A, 的 函数 , 故 第 1 项 为 0, 第 2 项 中 的 求 导 可 以 利用 四 维 莱 维 - 齐 维 塔 
张 量 [参见 式 (13. 34) ] 如 下 进行 ， 


(EGR 4) -- 
a(a,A,) = 26 ap TOS J Ay EPAI Ae) 


= 2F pe app dua Sg 一 ZF Eap 
can Ge =i.) 4F 
于 是 拉 格 朗 日 方程 成 为 
aF,, = 0. (24. 12) 
根据 式 (24. 5) 式 ,在 满足 哈密 顿 原 理 或 拉 格 朗 日 方程 的 前 提 下 , 拉 格 朗 日 密度 
可 以 相差 一 个 矢量 的 散 度 . 取 该 矢量 为 
A, = TAA, 
Al FASE Zk ae FA, =0, TAREA 
Ibe = FIABA, 
故 拉 格 朗 日 密度 又 可 表示 为 
¥',(a,A,) = Lo + 9,A, =— IAA. (24. 13) 


代入 到 拉 格 朗 日 方程 ,注意 2Z。 是 9.4, NRH RR: 
IOGAgIAg) _ 95 A, PQA) II Ap) 
3(3,A,) P I,A, ) 

= 23, A pð dp = 23,A,. 


第 6 章 ”相对 论 的 拉 格 朗 日 表述 。153 > 


故 有 
9,9,A, = 0. (24. 14) 

(24. 12) 和 (24. 14) 式 分 别 是 用 电磁 场 张 量 和 电磁 势 表示 的 自由 电磁 场 的 麦克 斯 韦 
方程 . 

我 们 看 到 用 电磁 场 张 量 和 电磁 势 表示 的 场 方程 ,是 在 不 同 的 拉 格 朗 日 密度 儿 
和 2 下 的 拉 格 朗 日 方程 . 这 是 因为 (24. 12) 式 可 以 写成 

9,F,, = 3,0,A, —9,(0,A,) 一 0， 

在 洛 伦 兹 规范 (3,A, 二 0) 下 与 (24. 14) 式 相同 , 取 不 同 的 拉 格 朗 日 密度 体现 了 洛 伦 
兹 规范 条 件 的 作用 . 可 见 采 用 不 同 的 、 且 满足 式 (24. 5) 式 的 拉 格 朗 日 密度 并 不 改变 
场 方程 的 实质 . 


(2) 一 般 电 磁场 的 场 方程 


在 考虑 电荷 和 电流 作用 的 情况 下 ,一般 电磁 场 的 拉 格 朗 日 密度 可 以 分 成 两 

部 分 : 
LELT Ks 

其 中 Y% 是 自由 电磁 场 的 拉 氏 密度 , 委 与 电荷 和 电流 有 关 . 这 是 因为 我 们 假定 电磁 
场 满 足 场 迭 加 原理 , 当 电 荷 和 电流 消失 时 ,应 该 回 到 自由 电磁 场 ; 当 存 在 许多 源 电 
荷 时 , 场 分 布 等 于 每 一 个 电荷 独立 产生 的 场 的 线性 组 合 . 但 是 ,如 果 某 种 场 不 满足 
迭 加 原理 (例如 爱 因 斯 坦 引 力 场 ), 上 式 是 不 成 立 的 . 

在 23. 3 节 已 经 求 得 与 电荷 和 电流 有 关 的 拉 氏 函数 为 


k = qU,A, = | J A,dVo > 
根据 拉 氏 函数 与 拉 氏 密度 的 关系 可 知 


LA,) = J A, 
综合 (24. 11) 式 ,我 们 取 拉 氏 密 度 ， 
HMA,,0,A,) = L + L =— ai +J A.. (24. 15) 
将 其 代入 拉 氏 方程 (24. 10) 式 ,得 到 
OF yy =— poly. (24. 16) 
和 自由 电磁 场 的 情况 类 似 , 我 们 也 可 以 取 拉 氏 密 度 为 
L'CA,,3,A,) = Li +L =— Baa, +],A,. (24, 17) 
故 拉 氏 方 程 为 
d,0,A, =— po ,. (24. 18) 


(24. 16) 和 (24. 18) 式 即 为 麦克 斯 韦 方 程 的 两 种 表示 [ 见 (14.15) 和 (14. 12) 式 ]. 
以 上 的 结果 可 以 等 价 地 用 哈密 顿 正则 方程 讨论 . 对 于 由 (24. 16) 式 确定 的 拉 氏 
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密度 ,由 (24.7) 和 (24. 8) 式 求 出 正则 动量 密度 和 哈密 顿 密度 分 别 为 
ee 
te = 5A) = 六 ah， (24. 19) 


HA, » Ty) = gu,A,n, — g’ 


= — J,A,» (24. 20) 


根据 哈密 顿 正则 方程 (24. 9) 式 ,得 到 
_ OK _ _ df 
Bi Oe sar dA, Jas ds Oty (24, 21) 


将 (24. 19) 式 代入 上 面 的 第 一 式 即 为 (24. 18) sR. 
注意 ,如 果 采 用 (24. 15) 确 定 的 拉 氏 密度 S, 虽然 求 出 的 正则 动量 密度 和 哈密 
顿 密度 与 (24. 19) 和 (24. 20) 式 不 同 , 但 哈密 顿 正则 方程 与 (24. 21) 式 相 一 致 . 


25 ”时 空 对 称 性 与 守恒 律 
25.1 对 称 变换 和 对 称 性 


“对 称 性 ?的 概念 源 于 几何 学 ,是 指 一 个 图 形 在 某 种 操作 下 保持 不 变 的 特性 . 
例如 ,一 个 球 在 任意 角度 转动 下 不 改变 它 的 形状 ,我 们 说 它 具 有 转动 对 称 性 ;一 
个 正 长 体 关 于 三 个 坐标 轴 具 有 反射 对 称 性 等 . 物理 学 中 的 “对称 性 "包含 更 加 丰 
富 的 内 容 : 如 果 一 个 物理 体系 在 某 种 变换 (操作 ) 下 保持 所 有 的 物理 规律 不 变 ,我 
们 就 说 体系 具有 某 种 对 称 性 ,这 个 变换 又 称 作 对 称 变换 ,所 有 的 对 称 变换 构成 对 

在 狭义 相对 论 范畴 ,只 考虑 固有 洛 伦 兹 变换 这 种 连续 对 称 变换 , 它 是 指 变换 参 
量 可 以 连续 变换 ,例如 转动 变换 ,但 反射 变换 不 属于 连续 变换 . 在 这 种 连续 对 称 变 
换 下 ,体系 所 遵守 的 物理 规律 不 变 , 闵 氏 时 空 的 线 元 也 不 变 . 

为 了 便于 理解 ,我 们 分 三 步 导 出 对 称 变换 的 规律 ,然后 讨论 对 称 性 . 


(1) 三 维 欧 氏 空间 的 无 穷 小 转动 变换 


在 12. 2 节 曾 经 指出 ,转动 变换 既 可 以 看 成 物理 体系 (几何 量 ) 不 变 坐 标 系 转 
动 ,也 可 以 认为 坐标 系 不 变 物理 体系 发 生 转动 . 
如 图 25. 1( 参 见 图 12. 2) , 设 三 维 欧 氏 空 间 {x;} 中 任意 一 个 矢量 x 二 (zx;), 经 
历 无 穷 小 转动 角 80 REARS x’ , 则 它们 的 关系 是 
x =xtdx=xt+30xXx (301 和 1)， 
其 中 00 的 方向 沿 转动 轴 , 和 通常 的 角速度 方向 相同 . 上 式 的 分 量 形式 为 
x = q; H Òx; = 1; + ip GO 


= x; Fete = (Ox ten )re> 
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图 25.1 三 维 欧 氏 空间 的 转动 变换 


式 中 9 OL; = En Les Ek — Ejk OO; FETCH |) $5 oh BK TC. 由 于 转动 变换 不 改变 矢量 的 
长 度 
Xi x; 一 (Os + ej ) (Se F Ex DFT 
= (Se Fer bey teyen Dr jLe 
= (Ox 二 ex 二 ey xjx = Spr jre> 
第 三 步 略 去 的 高 阶 无 穷 小 量 syex BA 
Eg Hey = 0. 
可 见 , 欧 氏 空间 的 转动 变换 矩阵 元 只 有 3 个 独立 变量 ,构成 一 个 二 阶 反对 称 张 量 : 
0 —60; 0 
Ek 一 | 663 0 -| 
— dh, 60 0 
《2) 四 维 闵 氏 空间 的 转动 变换 一 固有 洛 伦 兹 变换 


推广 到 四 维 闵 氏 时 空 {zx,) , 则 四 维 转动 变换 也 就 是 无 穷 小 固有 洛 伦 兹 变换 为 
x,=a2,+82,= (6,+e, rz, Clenl<1), (25. 1) 
AF ÒT, 二 ez, ,ew 是 四 维 时 空 的 无 穷 小 转动 矩阵 元 或 变换 系数 . 与 上 面 的 证 明 相 
同 ,要 保证 四 维 矢量 的 长 度 不 变 Lo, ae, ,变换 系数 应 满足 
Ew be, = 0. (25. 2) 
这 表明 固有 洛 伦 兹 变换 共有 6 个 独立 参数 . 下 面 将 看 到 ,它们 是 3 个 欧 拉 角 和 惯性 
系 相 对 速度 的 3 个 分 量 . 
因为 转动 变换 构成 一 个 群 ,无 穷 小 固有 洛 伦 兹 变换 自然 也 构成 群 . 特殊 洛 伦 效 
变换 是 该 群 中 的 元 素 , 自然 也 符合 上 面 的 变换 式 . 事实 上 ,根据 特殊 洛 伦 效 变换 的 
指数 表达 式 (13. 14) ,对 于 无 穷 小 变换 (34 一 0) 
L(8$) = exp(J8¢) = I+ J8¢, 
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其 中 的 òg 二 arctani8 一 BL 见 (13.11) 式 ]. 与 (25.1) 式 比较 ,Jsg 即 为 变换 矩阵 
Ce.) ,不 为 0 的 分 量 有 :eu 一 一 ea 三 这 


(3) 四 维 闵 氏 空 间 的 连续 对 称 变换 一 一 庞 加 菜 变 换 


我 们 进一步 将 固有 洛 伦 兹 变换 扩展 为 无 穷 小 庞 加 莱 变 换 . 
Ly = x, +82, = xz, He, (25.3) 
其 中 
Oz, = E, Feat, = Eys 
e 为 无 穷 小 标量 ,e, 是 无 穷 小 常 矢 量 . CAE T 4 个 坐标 平移 (ee) 和 6 个 转动 变换 
(es ). 对 上 式 两 边 微分 后 利用 (25. 2) 式 得 到 
ots hot =D. (25. 4) 
我 们 将 此 式 称 作 基 灵 方程 ,满足 此 式 的 矢量 (&,) 称 作 基 灵 矢 量 . 容易 验证 ,满足 基 
灵 方 程 的 基 灵 矢量 必定 满足 线 元 不 变性 ; 
dr dr, = (Sq +e9,é,) (de + dé, ) dredxp 
= [6% Heleg + 9g,) Jdr, dr, 
= dr,dz,. 
所 以 每 一 个 基 灵 矢量 代表 一 种 对 称 变换 ,对 应 于 一 种 对 称 性 . 
基 灵 矢量 的 几何 意义 可 以 由 (25. 3) 式 看 出 . 将 该 式 写成 函数 形式 : 
x, = fe) = r, +e,» 
则 基 灵 矢量 为 


g = tim 四 一/ (0) = 9, 
表示 某 一 参数 e( 例 如 角度 ) 发 生 无 穷 小 变化 时 的 坐标 改变 量 与 该 参数 的 比值 , 即 
坐标 随 变 换 参数 的 变化 率 . 
具体 地 求解 闵 氏 时 空 的 基 灵 方程 (25. 4) 式 ,可 得 到 10 个 基 灵 矢量 ; 
EP = (0,0,0,1); 
a = (1,0,0,0); (€0,1,0,0);(€0,0,1,0); 


(25. 5) 
ESD m= 940505 = ms C0205 09 (0 0 0 — t) 
geo = (xz, — 210,0); (0523 5 — 2290) 3 (一 za 0,zly0). 
根据 (25. 3) 式 ,它们 代表 的 对 称 变换 分 别 为 
ED :z4 = ra +e; 
amare = 2; +e; (1 — 2 — 3); (25.6) 


ne / / 
gS E = Zi 二 er ,Ta = x, — ex, ; (1 —> 2 — 3); 
= / / 
gs 10 ri = Zi 十 srzy2? = 42 — eri;(l >~2—>3 1). 


不 难看 出 : 
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名 ”和 6&2 分 别 表 示 时 间 平 移 和 空间 平移 ; 
EO? 代表 特殊 洛 伦 兹 变换 ,即时 空转 动 或 推进 (boost) ,分 别 表示 惯性 系 SHA 
对 于 S Hr xx: A xs 方向 运动 的 变换 . 例如 我 们 熟知 的 特殊 洛 伦 效 变换 : 


x} 有 1 iß ZX 
Pa ale | 
& e=ip0(y>1) , BA 后 ) 表示 的 变换 ; 
se 则 代表 空间 转动 ,例如 , 令 es 一 3, 则 EL 代表 的 变换 为 
[=] = | 1 alia 
x —s@ 1JLz 
表示 绕 zs PMN Et GA zs 轴 观 测 ) 转 动 00 角 . 另 两 式 表示 绕 zx 和 zz 轴 的 
转动 . 
特殊 洛 伦 兹 变换 加 上 空间 转动 构成 固有 洛 伦 兹 变换 ,再 加 上 时 间 和 空间 平移 
就 构成 庞 加 莱 变 换 . 


(4) 四 维 闵 氏 空间 的 对 称 性 


可 以 证 明 ,具有 最 高 对 称 性 的 维 空间 是 常 曲率 空间 ,存在 n(n 十 1)/2 个 基 灵 
矢量 ,其 中 个 表示 平 动 ,n(n 一 1)/2 个 表示 转动 变换 ( 刘 辽 AIG, 2004). 四 维 闵 
氏 空间 是 常 曲率 空间 ,具有 4X (4 十 1)/2 王 10 个 基 灵 矢量 ,4 个 表示 平 动 ,6 个 表示 
转动 变换 . 

常 曲率 空间 的 最 高 对 称 性 体现 为 均匀 和 各 向 同性 的 性 质 : 

(a) 所 谓 均匀 性 ,是 指 不 同 点 的 物理 和 几何 性 质 不 存在 任何 差异 , 即 任意 的 坐 
标 平 移 不 改变 物理 实质 . 所 以 基 灵 矢量 EO 代表 的 时 间 和 空间 平移 变换 ,表明 了 
时 间 和 空间 是 均匀 的 , 亦 即 四 维 时 空 的 均匀 性 . 

(b) 所 请 各 向 同性 ,是 在 一 点 的 不 同方 向 上 不 存在 物理 和 几何 上 的 任何 差异 ， 
也 就 是 在 任意 的 转动 变换 下 物理 和 几何 性 质保 持 不 变 . 所 以 名 ”代表 的 时 空转 
动 和 空间 转动 变换 ,表明 四 维 时 空 和 三 维 空间 的 各 向 同性 . 

综合 上 面 两 条 ,我 们 可 以 说 四 维 闵 氏 时 空 是 均匀 上 且 各 向 同性 的 时 空 . 事实 上 ， 
欧 氏 空间 必定 是 均匀 和 各 向 同性 的 ,采用 虚 时 间 坐 标 后 ,四 维 闵 氏 时 空 也 构成 四 维 
欧 氏 空间 ,所 以 上 面 的 结论 并 不 难 理解 . 


25.2 对称 性 与 守恒 律 一 一 诺 特定 理 


诺 特 在 1918 年 提出 了 一 个 著名 的 论断 :对 于 一 个 动力 学 体系 ,任意 一 个 连续 
对 称 变换 必定 对 应 一 个 守恒 律 ,从 而 确定 了 一 个 守恒 量 (Noether E, 1918). 我 们 强 
调 指出 : 仅 由 对 称 变换 并 不 能 保证 守 便 定律 的 存在 ,还 必须 加 上 哈密 顿 原 理 (最 小 
作用 量 原理 ), 因为 后 者 不 是 前 者 的 必然 结果 . 因此 我 们 将 诺 特定 理 表 述 为 :满足 哈 
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密 顿 原理 的 一 个 连续 对 称 变换 必定 对 应 一 个 守恒 律 ( 刘 和 辽 ,2003). 
我 们 来 证 明 诺 特定 理 . 根据 哈密 顿 原理 ,在 对 称 变换 下 作用 量 应 为 不 变量 ,由 
于 四 维 体 元 为 不 变量 d 二 dQ, 因而 有 
SL= Lg, lr), Ips (2') )— Lo, (x) 19,0462) ) 
= [9 (2), 0,05 (2) )— Lg, (x) 9,05 (2) ) J 
+ [ £9, (x) 9,0, (x) )— Lg, (x) ,09 (7)) | 
= Kr) +8 gp) = 0. (25. 7) 
8 包括 两 部 分 :一 部 分 6x) 是 由 于 场 量 形式 不 变 而 坐标 变化 dz, =x, — x, 产 
ÆW 
SK) = Lg, x) Ips) )— Lg (x) 9,95 (x) ) 
= 0,282, = 9,(LE8z,)> (25. 8) 
最 后 一 步 利 用 了 基 灵 方程 (25. 4) 式 ,9, (8x,) =e, =0 
男 一 部 分 ;3 攻 中 ) 源 于 坐标 保持 不 变 而 场 量 形式 发 生变 化 ; 
p(x) = go (1) 一 和 o(Z)， 
8(apo) = 9,0, (x) 一 9.pv(Z). 
可 得 这 一 部 分 为 
Sg) = Lo, (x), ie (x) )— £9, (x) 9,0,(2)) - 


~ AL 55 ka 


ACA) 
am uf 


T o) 
F 5 òpe + aT 5 ) Ape) 


一 (5 
= a, (F559 :) 


a Ce ， (25. 9) 


第 3 步 用 到 拉 格 朗 日 方程 (24. 6) 式 ,最 后 一 步 是 因为 
Sp. (x)= po (x) — p(x) 

= [p(x — p(x] Lops x) — gC] 

=— d,09,0%,. 
这 里 认为 w(z) 一 mw(Cz) 一 0, 是 指 在 S HAr RAGE o, OMAS SPA 
表示 的 场 量 yg, (xz) 的 形式 相同 ,这 是 相对 性 原理 要 求 的 . 

将 (25.8) 和 (25.9) 式 代入 到 (25.7) 式 ,得 到 

2 ( ea a aar,) 一 0 (25. 10) 

故 存在 守恒 量 , 定 义 为 


2 of 
fea (28, J Pe Je (25. 11) 
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由 于 具有 能 量 密度 的 量 纲 , 故 将 J, 称 作 四 维 流 密度 ,其 分 量 为 
Ja = (Ji Ja) = (Jic), 
p 和 了 称 作 荷 密度 和 流 密度 ,| pdV 和 | J + do 则 是 荷 和 流 . 
于 是 (25. 10) 式 表示 为 


N. T 
mey. J+2 o, (25. 12) 
积分 形式 是 
9 / 
$J «do +2|pdv = 0. (25. 12") 
av yV 


它 表 示 单 位 时 间 内 体积 V 中 荷 的 减少 量 ,等 于 单位 时 间 内 流出 包围 V 的 闭合 曲面 
9V 的 流量 , 故 称 上 式 为 守恒 定律 . 

诺 特定 理 还 可 以 用 正则 能 动 张 量 来 表示 . 因为 òr, = eb, 四 维 流 密度 
(25. 11) 式 可 以 写成 


Ja = el sé, ’ 
这 里 定义 了 一 个 张 量 : 
了 es (25. 13) 


于 是 式 (25. 12) 成 为 

I (TE) = (9,.T,,)é, + T,, E) O. (25. 14) 
如 果 T,,=T,, ,由 基 灵 方程 3,6, 5E (25. 14) 式 的 第 2 项 为 0, 所 以 守恒 律 又 
可 表示 为 


IT ag =0, (T, = Ty). (25. 15) 
我 们 将 二 阶 对 称 张 量 工 , 称 作 正则 能 量 动量 张 量 (能 动 张 量 ) : 
— 1cg1 
(T 5) — cg? 
ly = ery |) (25. 16) 
ts, az iş, — is, w 
C c Cc 


各 个 分 量 的 物理 意义 为 
w=T.—_ BBE ; 
;一 icT 4; — FE BRE E ; 
g.—3=11,— ee 
Tj 一 一 应 力 张 量 . 应 力 张 量 可 以 表示 成 并 矢 的 形式 
T = Tie; = Tye :e; (T; T;e;). 
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AT, 是 作用 在 以 e; 为 法 向 的 面 元 上 的 应 力 和 拓 量 ,Ti; 则 是 应 力 矢量 T; He; 方向 
的 分 量 ,其 中 Tai,T(G 夫 7 分 别 是 正 应 力 (法 向 应 力 ) 和 前 应力 ( 切 向 应 力 )， 

与 拉 氏 密度 不 唯一 的 情况 类 似 ,正则 能 动 张 量 也 是 不 能 唯一 确定 . 对 于 一 个 给 
定 的 体系 ,可 以 相差 一 个 三 阶 张 量 的 散 度 . 设 三 阶 张 量 A 关于 后 两 指标 反对 称 ， 
并 定义 新 的 能 动 张 量 : 

Tey = Ta F ode (Awa -Ns (25. 17) 
则 工 ,和 工 ,, 都 满足 守恒 律 : 
-M es 一 0， 


AT iby = 3T yb, HÈ O, BA HAIA), = 0. 
这 种 情况 是 可 以 理解 的 ,因为 微分 方程 的 解 并 不 是 唯一 的 . 
25.3 闵 氏 时 空 的 对 称 性 与 守恒 律 


下 面 我 们 根据 25.1 节 求 得 的 基 灵 矢量 ,来 求 闵 氏 时 空 的 能 量 、 动 量 和 和 角 动 量 
守恒 律 ,由 此 可 以 明确 看 出 守恒 律 与 对 称 性 的 关系 . 
(1) 对 于 时 间 平 移 的 基 灵 矢量 & 二 (0,0,0,1), 由 (25. 14) 式 得 到 


ITa =— i (2> 2w) = 0 
On; c \dz, ot j 
或 者 写成 
Vv. s+% z (25. 18) 


此 即 能 量 守恒 定律 的 微分 形式 ,反映 了 时 间 的 均匀 性 . 
(2) 对 于 空间 平移 的 基 灵 矢量 oa (1,0, 0, 0); (0, 1,0, 0); (0,0, 1,0), 由 
(25. 14) 式 给 出 


h 20i 一 
IL" Ax ki ot 0. 


两 边 乘 上 单位 矢 e 后 对 i 求 和 ,利用 应 力 张 量 的 并 矢 表示 


es on 一 ane ° T,e.e;) = V e TFT, 
AL; AL: 


则 有 
v. T+% =0, (T = Tyee;). (25. 19) 


称 作 动 量 守 恒定 律 的 微分 形式 ,反映 的 是 空间 的 均匀 性 . 
(3) 对 于 时 空转 动 变换 ,3 个 基 灵 矢量 为 
E, = (2450,0, — x1); (052450, — x2); (050,24, — 23). 
守恒 律 是 
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Gan ae ae 
由 于 坐标 (z.) 一 (zz4) 是 任意 的 ,因而 有 
a 
IX, OX, 
合并 为 
Ta -0 (y=1,2,3,4). (25. 20) 
OL, 


称 之 为 能 量 动 量 守恒 定律 的 微分 形式 , 乃 是 四 维 时 空 均匀 性 的 表现 . 
(4) 对 于 空间 转动 变换 的 3 TERRE: 

E, = (— £25%150,0)3 (0, — Zz3,T2,0); (23,0, — 250), 
注意 这 些 矢 量 的 第 4 个 分 量 为 0, 前 3 个 分 量 可 以 统一 用 菜 维 - 齐 维 塔 张 量 表示 ， 
这 3 个 分 量 分 别 为 

E = Cesgri) 3 Cergrid 3 (eri) (J = 1,2,3). 
AR HE (25. 14) 式 ,对 应 的 守恒 律 为 


9 9 
ax, C&T, ) = ax, Cen xil i ) 


9 9 
= Ja E t:Ta) F 5, Sew tii? 


= 5a (EXT +5, (2X8) =0, 
式 中 的 (xXT,); 表示 矢量 x XT, 的 第 & 分 量 [ 人 参见 (12. 32) 式 ]. FE EA e 
后 对 大 求 和 ,得 到 


5a EX T)t 5, (eX = 0. (25. 21) 
式 中 :xXg 是 角 动 量 密度 ,x 和 8g 是 空间 位 置 和 动量 密度 矢量 ;xXT 是 应 力矩 ， 
了 一 Tuxes 是 作用 在 以 e, 为 法 向 的 面 元 上 的 应 力 . 故 (25. 21) 式 称 作 角 动 量 守 恒定 
律 的 微分 形式 ,对 应 于 空间 转动 对 称 性 ,这 是 空间 各 向 同性 的 表现 ， 
对 于 孤立 体系 ,利用 高 斯 积分 公式 将 (25. 18) 式 对 体系 的 体积 积分 : 


3 
| Grav =- | v - sav ——$s - de = 0, 
最 后 一 步 是 因为 孤立 体系 与 外 界 没有 能 量 交 换 , 故 体系 的 总 能 量 守 恒 . 同 理 ,对 


(25. 19) 和 (25. 21) 式 积分 ,得 到 体系 总 动量 和 总 角 动 量 守 恒 . 体系 的 总 能 量 ,总 动 
量 和 总 角 动 量 分 别 是 


E= [wav, P= fgav, L= faxed. (25. 22) 
V V V 
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25.4 电磁 场 能 动 张 量 及 守恒 律 


最 后 ,我 们 来 分 析 电 磁场 的 能 量 动量 张 量 . 如 果 取 定 了 电磁 场 的 拉 氏 密度 Y, 
由 (25. 13) 式 可 知 体系 的 能 动 张 量 为 


Das == oO GA: aA, (25. 23) 
从 而 得 到 体系 的 守恒 定律 . 
在 24. 3 节 已 经 求 出 自由 电磁 场 的 拉 氏 密度 ,如 果 采 用 (24. 11) 式 确定 的 拉 氏 


密度 , 代 人 (25. 23) 式 得 到 

ey E wees 

Ta = gp E ed pE Aa (25. 24) 
但 是 ,(25. 24) 式 的 后 一 项 并 非 对 称 张 量 , 也 不 满足 规范 不 变性 : 
0A, =9,(A, +4,f) FAA. 
为 此 引入 一 个 3 阶 张 量 , 关 于 后 两 指标 反对 称 : 

Auvo = a == Ay 9 

利用 9,F,, =0 求 得 散 度 为 
IA ne = OAR +A,a,F,.)= TA; 

0 0 

根据 (25. 17) 式 ,在 满足 守恒 律 的 前 提 下 ,能动 张 量 可 以 相差 上 述 张 量 的 散 度 , 即 


z ae wes = 
Tu ~~ Tp + 94 Auvo = Ho ( 4 FgF ap des Xa)» 


式 中 的 张 量 X, 三 Fs9,A。 一 Fs,9,A,. 因为 我 们 要 求 To 是 对 称 张 量 , 因 而 X,, = 
Xi. BA 


X= 5 (Xu +X) 


= 108,04, -aA) + Yow] 


= FPP + ery) = FF 


所 以 对 称 的 电磁 场 能 动 张 量 为 
iyi 
T = (red — Fook). (25. 25) 


HY 


下 面 我 们 利用 电磁 场 张 量 与 电磁 场 强度 的 关系 式 (14. 14): 
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0 Vu Hs — Vu H: ~ie E 
AR a 0 VuoH, —ivVeoE, 
ge 0 —i Veo E; 
eee oe 0 
以 及 电磁 场 张 量 的 缩 并 (15. 6) 式 
FF = 2p0 (pH? — E), 
由 (25. 25) 式 具体 求 出 电磁 场 的 能 动 张 量 , 结 果 是 


5 Mf Bde oJ , 
Ta = g veel op FoFi) 7 (goF’ + oH’), 
Ty = Th eS =—+(EXH),, 

Ho C 
Ty = Ty = 4 (FFF epdin = FP) 
J 3] Lo 4 


= eo E;E, + po H;Hi — 585 (E + po H?). 


根据 能 动 张 量 的 物理 意义 ,最 后 得 到 电磁 场 的 能 量 密度 .能 量 流 密度 、 动 量 密度 以 
及 应 力 张 量 分 别 为 


w= Tu = (oF + poH’), 


S = icT er = EXH, 
: ] (25. 26) 
g= 二 Tue = ZEXH, 


T = Tejer = & EE 十 BE 一 了 ww 
以 上 结论 与 16. 1 节 完 全 一 致 . 

利用 麦克 斯 韦 电 磁场 方程 ,不 难 验 证 它们 满足 能 量 动 量 守 恒 律 (25. 18) 式 、 
(25. 19) 和 (25. 21) 式 ,建议 读者 一 试 . 


附录 A 固有 洛 伦 兹 变换 的 严格 推导 


为 了 明确 看 出 洛 伦 兹 变换 与 狭义 相对 论 的 两 条 基本 原理 的 关系 ,我 们 根据 这 
两 条 原理 来 严格 推导 固有 洛 伦 兹 变换 (Weyl H ,1923). 

在 本 节 中 采用 四 维 实 坐标 . 设 有 两 个 惯性 系 S 和 SS“ ,同一 事件 已 在 其 中 的 坐 
标 分 别 用 (zo ,zi ,zz ,Zz3) 和 (zo ,Xx1 ,x2 ,zs ) 表 示 . 规定 第 0 坐标 是 时 间 分 量 , 即 

i 

又 规定 希腊 字母 py ARR 0,1,2,3, 拉 丁字 母 i,7,… 代 表 1,2,3, 并 采用 爱 因 斯 
坦 求 和 约定 . 

狭义 相对 论 原理 之 一 是 一 切 惯性 系 均 等 效 . 这 就 是 说 ,变换 不 改变 惯性 运动 的 
性 质 ,在 S 系 中 以 速度 w 做 匀速 直线 运动 的 粒子 ,在 S 中 观测 必定 是 速度 为 ui 的 
匀速 直线 运动 , 即 匀 速 直线 运动 形式 不 变 


全 = ig oe (A. 1) 
Li = Vio +u; (t — to). 
原理 之 二 是 真空 中 光速 恒 为 c 
a Å (A. 2) 
WU; SFC. 
引入 中 间 变 量 
B = fo “(uy =c), 
. (A. 3) 
S= at). 
则 条 件 (A. 1) 式 变 为 
Z, = Ẹ, HBS, 
(A. 4) 
Cars 
当 jy 二 0 时 为 恒等式 . 其 中 & ME, Er, 和 zx 的 初始 值 : 
& = (cto ,Ti0 ) ,名 = (dos zo). 
故 x, ETa E 是 互相 独立 无 关 的 . 条 件 (A. 2) 式 变 为 
[nae = 0: ea 
QB by = 0. 


其 中 p EHC. 2) 式 定义 的 闵 氏 度 规 . 
我 们 假设 所 求 惯 性 系 的 变换 是 
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$; = fu Xo 91 9X2 923) 9 (A. 6) 
f 是 待 求 的 函数 , 它 要 符合 条 件 (A. 1), (A. 2) 或 (A.4),(A. 5) 的 要 求 . 下 面 分 四 
步 求解 . 


(1) 考 虑 惯性 系 条 件 对 变换 的 限制 


由 惯性 系 的 等 价 性 可 知 变换 (A. 6) 的 逆 变换 应 当 唯一 确定 ,其 充 要 条 件 是 雅 
可 比 行列 式 不 等 于 零 


der (52) 0 (A.7) 
由 (A. 4) 式 的 第 1 式 得 
df, _ dz, Ife _ o Ifa 
dS ~ dS 3n, az, (A. 8) 
由 (A. 4) 式 的 第 2 式 得 
df, = dx, = fds = Bafo, 
即 
和 = B = Ms = const 
利用 (A. 8) 式 将 上 式 变形 为 
— df,/dS _ BAf,/Ix, _ 
Bo Ta T P (A. 9) 
求 对 数 后 再 求 导 得 
d 3f\)_ mfg fo 
as|'n(A 3 ) In( A an) = ° 
最 后 得 到 
parte pp, ot 
"02,02 “97x,97, 
fo (A. 10) 
of a fo 
Ps Ox, By OX, 


(A. 10) 式 共有 4 个 等 式 , 它 们 对 独立 变量 zx, Me, 而 言 为 恒等式 ,所 以 应 当 是 B 的 
有 理 分 式 . 由 (A. 7) 式 知 , 联 立方 程 组 


BI =0 (p= 041,243) 
对 于 B 而 言 仅 有 零 解 .但 是 由 于 B 之 0, 所 以 B 不 能 全 为 0, 亦 即 (A. 10) 式 的 4 个 
分 母 B93f,/9z, 不 能 同时 为 0. 假如 某 分 母 为 零 ,由 (A.10) 式 知 此 分 式 仍 然 有 限 ， 


所 以 该 分 子 必然 同时 为 零 , 这 仅 当 分 母 是 分 子 的 因子 时 才 成 立 . 
总 之 ,(A. 10) 式 中 4 个 分 式 实际 上 是 及 的 有 理 整 式 . 令 此 有 理 整 式 等 于 
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2By, ,其 中 P=, (xo 9X) 922 923) MICA. 10) 式 化 为 


a 9 
BB. o t- = 28, FB abe 


EAM BB, 而 言 是 恒等式 , 故 对 某 一 对 (v,o) 有 
Bp, ote = p Sheng, +p, oB 


IL, IL, 
= pp. (Shy. + eg, ), 
式 中 重复 指标 不 求 和 . 最 后 得 到 
Stay, + Slag, (A. 11) 


IX,IL, 
上 式 说 明知 匀速 直线 运动 在 变换 下 保持 不 变 函数 fa 应 当 满 足 此 偏 微分 方程 ， 
但 不 一 定 是 线性 变换 . 


(2) 考 虑 光速 不 变性 对 变换 的 限制 
利用 (A. 9) 式 可 以 把 (A. 5) 式 的 第 2 式 化 为 


DEB, = ppb E SE =0 
由 (A. 5) 式 的 第 1 式 , 可 知 上 式 也 应 当 等 于 
Moabe Ba = 0. 
故 上 两 式 中 BBa 的 二 次 式 系数 应 点 成 正比 ， 邻 其 为 某 一 函数 A(To 9X1 9X2 ,2Zs), 则 得 


OF, afr 
Nav TAF A71ap， (A. 12) 


(A. 12) 式 对 zx, BAIFS OA /Iz,=2r, » WA 


aN of PEC E 
ety Zdu ) — 
g GET ILp TLA IL,ILg ILa J ape 


VACA. 11) 式 取代 上 式 中 的 二 阶 导数 ,再 利用 (A. 12) 式 得 
CNAP T Nabe + Naps = LaPp- 
上 式 对 任意 a,B,p 均 恒 等 , 令 pAaspFAB (mw 二 mp 二 0), 得 
p =p (p= 0,1,2,3); 
FES p= 二 a 二 B, 得 2y, 二 9,, 联 立 上 式 可 知 
bo = G =0 (p=0,1,2,3), 


> 


以 及 
aa 


ax, = 2AP, = 0, A= const.. 


于 是 (A. 11) 式 化 为 
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2 
2 (A. 13) 
ILad Tp 


此 即 变 换 障 数 所 应 满足 的 条 件 一 一 线性 条 件 . 
所 以 ,上 面 两 步 证 明了 惯性 系 之 间 , 满 足 狭 义 相 对 论 原理 (A.1)、(A.2) 要 求 
的 时 空 坐标 变换 一 定 是 线性 变换 . 


(3) 确 定 线性 变换 的 形式 


由 (A. 12) 式 知道 ,f, 中 应 含有 因子 . 令 线性 变换 为 
z, = fy =A la, + Mva pT)» (A. 14) 
这 里 及 以 下 的 因子 q RE—THMES. BD 
mo = liq = ee = p =— 1. 
引入 该 符号 可 以 使 得 表述 简洁 . 将 (A. 14) 式 代入 (A. 12) 式 得 
Nuva palp 一 Naps 
Muraya 一 Yop? 


(A. 15) 


此 即 a 应 满足 的 正 交 条 件 . 
利用 正 交 条 件 由 (A. 14) 式 解 出 
Ly = Mav (2 =a), (A. 16) 
从 S 系 看 S' 系 中 的 固定 点 (dzi =0) DRE v 运动 ,由 (A. 16) 式 得 
dz; = Laad dito = tamdz’, 


VA VA 
所 以 
dr _ oi 
C dzo aoo 


上 式 表示 惯性 系 SHS ZAHA SA 无 关 . 如 令 u=0, REA SMS 重合 
而 无 运动 . 但 是 利用 正 交 条 件 (A. 15) 式 ,由 (A. 14) 式 可 得 
Nw dz dz ， = na dr dre, (A. 17) 
令 dix; =0, WA 
dzi? = Adro? (1 -5) , 


当 v=0 时 应 该 dzo 三 dzo MAM A=1. 
于 是 (A. 17) 式 表示 为 dr, 的 二 次 齐 式 
ds: 一 Nw dz, dx, = ne dx, drs s (A. 18) 
这 就 是 时 空间 隔 不 变性 ,正好 是 闵可夫 斯 基 空 间 时 空 度 规 的 显 式 表示 式 . K A= 1 
代入 (A.14) 和 (A. 16) 式 ,就 成 为 
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OL as Ca 
Ly = Mdvn (Ty — a, ). 
CA. 19) 式 就 是 惯性 系 之 间 的 一 般 洛 伦 效 变换 . 
至 此 ,我 们 严格 证 明了 :惯性 系 之 间 所 容许 的 时 空 坐标 变换 为 一 般 洛 伦 效 变 
换 ; 采 用 实数 时 间 坐 标 时 , 闵 氏 空间 的 度 规 是 伪 欧 氏 度 规 . 


(4) 根 据 正 交 归 一 化 条 件 确定 变换 系数 


先 令 t=0 时: ==0, 且 原点 ONO RS, a,=0. (如果 是 坐标 微分 的 变换 
dz 一 dz 这 一 条 件 可 取消 . ) 于 是 (A. 19) 式 化 为 
a == YG ky 

Li. ne 

再 设 S' 系 相对 于 S 系 以 速度 v; 作 惯 性 运动 , 则 从 S 系 观测 S Ae Cdr; = 
0) 的 速度 为 v. 又 在 S' 系 观测 ,S 系 的 固定 点 (dx; 二 0) 以 速度 vi 运动 , 故 从 上 式 得 


Uo0o Ui 一 Aoil » 


(A. 20) 


(A. 21) 


aoo v; = QioC. 
另外 ,根据 实践 我 们 引入 单 向 顺 时 性 条 件 , 此 条 件 要 求 洛 伦 效 变换 不 改变 时 间 进 程 
的 方向 , 即 


00 一 = > 0. (A. 22) 


根据 上 面 两 式 和 正 交规 一 化 条 件 (A. 15) 式 即 可 确定 变换 系数 . 
FECA. 15) 式 中 令 a=B=0, 49 
at 一 (ai Haw tao) = 1, 
全 — (an + ai 十 ais) = 1. 
将 (A. 21) 式 代 人 (A. 23) 式 可 得 
UU; = UV, 一 让. (A. 24) 
尽管 两 系 相 对 速度 的 分 量 不 同 , 但 速度 的 大 小 是 相等 的 ,这 一 点 和 直观 相符 合 . 考 
虑 到 条 件 (A. 22) 式 ,由 (A. 21) 和 (A. 23) 两 式 可 以 解 出 变换 系数 为 


(CA.23) 


1 
ao = ————— =); 
i V1l—v /c? 
aoi = y mi, CA. 25) 
C 
v; 
an = YY 一。 


当 (A. 15) 式 中 的 ap 中 一 个 为 0, 利用 (A. 25) 式 中 的 ao 和 aa 推导 出 


Aoo Us 一 Qi Uk, (A. 26) 


/ 
Qoo U; 一 QAEVUE. 
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Apap 一 一 iy + aoia o; = Ò; + y Pa (A. 27) 
定义 
sg ON he Acti 
da =— Ak ae a Aik 十 (y 1) vu 9 (A. 28) 
根据 上 面 三 式 得 到 
dz0, 一 一 v; , 
ja =— Vrs (A. 29) 
dud y = Oj. 


故 所 定义 的 da 75 te = AES | ELERE RE. 如 果 坐 标 系 对 应 平行 , 则 dy 三 中， 
(A. 29) 式 的 第 1 和 第 2 式 成 为 
ÒU =U; =—0;5 Sav; = U, =— UE. 
综合 (A. 25) 式 《A. 26) ACA. 28) 式 ,我 们 终于 求 得 一 般 固 有 洛 伦 兹 变换 的 系 
数 为 


ao = Y» 
Ui 
ag; 一 7 一 ， 
Cc 
ae (A. 30) 
an 一 一 y titi , 
C 
Z djUjUs 
Ak =— dx — (y— 1) 3 o 


讨论 如 下 : 

(a) MO S AS’ 系 的 坐标 轴 对 应 平行 , 即 不 存在 空间 转动 或 反射 ,这 时 的 正 交 
变换 第 阵 为 单位 矩阵 ,di 一 0 。 再 设 坐 标 系 的 相对 速度 沿 Tı (xi ) 轴 方向 9 即 Ul Uy» 
vz 王 v3 二 0. 则 变换 系数 简化 为 ( 记 作 a) 

ao =— ån = Y, 


Gol 一 一 ayo 一 y (A. 31) 


Gog = 633 一 一 1, 其 余 为 0. 
IRACA. 20) 式 , 即 得 到 特殊 洛 伦 效 变换 (5. 3) 式 . 
(b) 如 果 S 和 S“ 系 的 坐标 轴 对 应 平行 (d 三 3 ) ,但 坐标 系 的 相对 速度 沿 任意 
方向 , 则 变换 系数 为 ( 记 作 也) 
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ao = Y» 
Fee ee yy UE 
AER ae (A. 32) 
Ta =— 84 — (Y- 1) 
代入 (A. 20)5X , BN4S F625 1S oh AY BA A EAER. 24) 式 
Xp = T tal oD], 
(A. 33) 


OMR SA S 系 的 坐标 轴 不 是 对 应 平行 ,可 对 上 式 的 空间 坐标 再 作 一 次 三 
维 空间 转动 或 反射 变换 dy BI 


x; = dt, = dax, Hdt (7y— D7:—x 
v 


= dats —vi| 07D — 9], (A. 34) 
v 
其 中 利用 了 (A. 29) 式 .事实 上 ,因为 


x; = dak, = da (rant) = Ais 
其 中 an HCA. 32) 式 给 出 ,az 一 dazw 即 为 (A. 30K. 这 个 过 程 相当 于 分 两 步 进行 
S(x,) ~—> S(T,) > S (14), 
SS 代表 空间 坐标 轴 无 转动 且 无 反射 的 洛 伦 兹 变换 ;S->S' 代表 纯 空间 轴 的 转动 
或 反射 的 变换 . 令 D 代表 正 交 变换 和 矩阵 dx , 则 一 般 固有 洛 伦 兹 变换 为 
x = Dx 一 下 | Ga" eat 


yJ 
/ wex 
= = 上 
7 22 


这 一 结果 与 我 们 在 17. 4 节 求 得 的 变换 式 (17. 27) 相 同 . 


(A. 35) 


附录 B 关于 时 间 机 天 


人 类 不 断 地 制造 出 越 来 越 先进 的 交通 工具 ,可 以 供 人 们 在 三 维 空间 内 自由 地 
旅行 ,那么 是 否 可 以 制备 一 种 “机 器 ” 沿 时 轴 在 一 维 时 间 内 旅行 呢 ? 

早 在 二 千 多 年 前 ,我 国 大 思想 家 惠 施 (B. C. 380~B. C. 300) 就 提出 过 逆 时 间 
旅行 的 可 能 性 ,所 谓 “ 今 日 适 越 而 昔 来 ”, 就 是 说 “今天 出 发 到 越 国 去 ,昨天 就 到 达 
了 ”1895 年 ,英国 科幻 作家 威 尔 斯 (Wells) 在 他 的 《时 间 机 器 ) 一 书 中 也 提 到 了 这 
一 想法 . 如 果 说 这 些 还 只 是 一 些 想像 ,美国 作家 萨 根 (Sagan) 在 1985 年 根据 当时 的 
一 些 研究 成 果 创 作 的 《接触 》, 就 有 了 一 定 的 物理 基础 . 该 书 提 出 利用 黑洞 作为 快速 
旅行 的 工具 ,可 以 进入 “时 间 隧 道 ? 回 到 自己 的 过 去 . 三 年 后 ,以 托 恩 (Thorne) A 
的 几 位 物理 学 家 从 现代 理论 物理 学 出 发 认真 研究 了 时 间 机 器 的 可 能 性 ,他 们 发 现 ， 
现代 理论 物理 不 能 完全 排除 将 来 的 先进 文明 有 可 能 制造 出 时 间 机 器 . 这 一 惊人 结 
论 立 即 引起 了 理论 物理 学 界 和 哲学 界 的 广泛 兴趣 和 激烈 争论 ,到 现在 为 止 也 仍然 
是 一 个 有 待 解决 的 研究 热点 . 下面 我 们 对 此 作 一 个 简单 介绍 ( 刘 辽 ,1995). 

要 了 解 “ 时 间 机 器 (time machine)” 或 “时 间 隧 道 ”, 必 须知 道 “ 虫 洞 (worm- 
hole) ”的 概念 , 它 是 指 连接 两 个 不 同 宇宙 或 同一 个 宇宙 的 两 个 不 同 部 分 的 通道 或 
捷径 . 

我 们 知道 ,狭义 相对 论 讨论 的 是 无 引力 的 平 直 时 空 , 它 是 一 个 处 处 均匀 、 各 疝 
同性 的 单 连 通 流 形 (“ 单 连通 ”是 指 任意 一 条 闭合 曲线 可 以 收缩 为 一 点 ). 但 是 ,根据 
爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 , 存 在 引力 的 真实 时 空 是 弯曲 的 , 当 引 力 非 常 强 时 (例如 黑 
洞 ) 时 空 的 涨 落 相 当 厉害 ,我们 没有 理由 认为 宇宙 的 时 空 流 形 拓扑 一 定 是 平凡 的 单 
连通 的 . 例如 ,由 弯曲 时 空 量子 场 论 知道 ,在 普 朗 克 尺 度 附近 ,物质 场 的 量子 涨 落 将 
使 得 时 空 发 生 涨 落 ,其 结果 是 时 空 流 形 出 现 泡沫 结构 或 多 连通 结构 ,从 而 在 时 空 各 
处 出 现 手 柄 (handle) 或 虫 洞 . 霍金 也 曾经 指出 , 当 黑 洞 由 于 霍金 蒸发 而 完全 消失 
时 ,一 个 最 自然 的 解释 是 掉 人 黑洞 的 粒子 将 进入 一 个 由 我 们 的 母 宇 宙 i 分 岔 出 去 的 
FF HPA. 无 论 是 前 一 例 中 出 现 的 微观 虫 洞 或 后 一 例 中 的 宏观 子 宇宙 , 皆 足 以 说 
明 宇 宙 可 能 具有 复杂 的 多 连通 结构 ,可 能 存在 虫 洞 , 

早 在 1935 年 , 爱 因 斯 坦 和 风 逊 (Rosen) 就 曾 研究 了 史 瓦 西 时 空 镶 租 图 的 拓扑 
性 质 , 发 现 史 瓦 西 时 空 内 部 存在 一 种 连接 两 个 宇宙 的 通道 , 即 爱 因 斯 坦 - 罗 逊 桥 ,这 
是 第 一 个 洛 伦 效 虫 洞 (Einstein A, Rosen N, 1935). 但 是 研究 表明 ,任何 信号 都 不 
可 能 通过 这 样 的 虫 洞 ,所 以 也 称 这 种 虫 洞 为 “不 可 通过 的 虫 洞 ” 那么 ,是 否 存在 可 
以 通过 的 虫 洞 呢 ? 1988 年 , 托 恩 等 提出 了 一 个 可 以 通过 的 洛 伦 效 虫 洞 ( 又 称 永久 
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虫 洞 三维 虫 洞 ) ,通过 适当 制备 可 以 用 来 制造 时 间 机 器 ,实现 逆 时 间 旅 行 或 产生 一 
个 含有 闭合 类 时 曲线 的 时 空 (Morris M S, Thorne K S, Yurtsever U,1988). 

如 图 B. 1 所 示 , 洛 伦 兹 虫 洞 有 两 个 连接 于 我 们 大 宇宙 的 开口 A 和 如 ,大 宇宙 
称 作 外 空间 ,我 们 假设 它 是 平 直 的 闵可夫 斯 基 时 空 的 一 个 类 空 超 曲 面 . 虫 洞 内 称 作 
内 空间 ,一 般 是 弯曲 的 . A,B 两 个 口 在 外 空间 的 距离 为 L ,在 内 空间 的 距离 是 7. 根 
据 虫 洞 的 含义 应 有 KL, ATA A 到 B 在 内 空间 所 用 时 间 比 在 外 空间 的 时 间 要 
少 得 多 . 现在 我 们 证 明 :如 果 存 在 这 样 的 可 以 顺利 通过 的 虫 洞 ,让 A,B 两 口 在 外 空 
间作 适当 的 相对 运动 ,就 可 以 制备 一 个 时 间 机 槛 ， 


B1 三 维 虫 洞 示 意图 


如 图 B. 2 ,在 外 空间 选取 惯性 坐标 系 (T,X,7Y,Z). 当 T< 0 时 ,4,B 两 口 都 静 

止 ;T=0 时 B 开始 运动 ,高 速 离开 A 后 再 返回 原来 位 置 , 当 了 >>Tas 时 B 重新 与 A 
相对 静止 , 我 们 假设 在 运动 过 程 中 虫 洞 内 部 的 几何 没有 发 生 明显 变化 .用 荆 和 < 
分 别 表示 外 空间 和 内 空间 的 时 钟 读数 ,在 T= 二 0 时 将 内 、 外 空间 的 所 有 钟 调整 到 
=r=0. 那么 , 当 B 经 过 运动 又 重新 停 下 来 后 ,由 于 狭义 相对 论 的 时 间 延 缓 效应 ， 
B 的 固有 时 比 A 的 固有 时 要 “年 轻 ”, 即 B 时 钟 读数 ts 和 外 空间 时 钟 读数 Ts W 


图 B.2 由 虫 洞 制备 时 间 机 器 
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足 关 系 
ra 一 TB 一 Sr， (B. 1) 


è= Te(1-,/1-§ )>0, (B. 2) 
C 


Eh o A B 的 平均 运动 速度 ,因此 有 rps 二 Ts. 
现在 我 们 假设 某 观测 者 在 T=Ta 时 从 B 进入 虫 洞 ,经 内 空间 再 由 A 走出 , 那 
么 当 观 测 者 走 到 A 时 内 空间 的 时 钟 读 数 则 为 ra = trs tAr, Ar 是 在 内 空间 经 历 的 
时 间 , 由 于 /很 小 ,Ar 也 很 小 . 因为 A 一 直 静 止 ,A 口内 外 时 钟 始 终 同 步 , 所 以 当 观 
测 者 从 A 口 出 来 时 外 空间 时 钟 的 读数 为 
Ta = ta = te t+ At = (Tz — 8r) + Ar, 


或 
Te 一 T = 6r—Ar. (B. 3) 
可 见 只 要 
Ar < òT, (B. 4) 
就 有 
Ta < Te. (B. 5) 


从 外 空间 的 角度 来 看 ,观测 者 是 在 Ts 时 刻 进 入 虫 洞 ,而 在 Ta(< 了 Ts) 时 刻 走出 洞 
口 的 . 只 要 B 的 平均 运动 速度 亏 足 够 大 ,制备 时 间 Tc 足够 长 AC. 5) 总 是 可 以 满 
足 的 . MARE c(Ts 一 T4) 之 L, 则 外 空间 直线 AB 为 非 类 空 的 . 这 样 我 们 就 有 了 
一 条 闭合 的 类 时 曲线 ,构造 了 一 个 时 间 机 器 

我 们 看 到 ,对 一 个 三 维 虫 洞 进行 适当 的 制备 ,就 可 以 产生 闭合 类 时 曲线 ,造成 
时 间 机 器 . 这 个 时 空 具 有 这 样 的 特点 : 它 可 以 分 成 两 部 分 ,一 部 分 是 因果 性 比较 好 
的 ,不 含 闭合 类 时 或 类 光 曲 线 , 比 如 虫 洞 制备 之 前 就 是 这 样 ; 另 一 部 分 含有 闭合 类 
时 曲线 . 人 们 计算 了 一 些 含有 闭合 类 时 曲线 的 时 空 的 真空 极 化 能 动 张 量 ,结果 发 
现 :如 果 时 空中 有 闭合 类 时 曲线 ,那么 真空 极 化 能 动 张 量 在 此 曲线 上 总 是 发 散 的 ， 
而 且 这 个 发 散 和 坐标 的 选择 无 关 . 霍金 指出 ,由 此 产生 的 反作用 会 破坏 时 空 结构 ， 
从 而 使 得 闭合 类 时 曲线 也 将 被 破坏 掉 , 因此 这 样 的 时 空 是 不 稳定 的 . 于 是 霍金 在 
1992 年 提出 了 一 个 “时 序 保护 猜想 ”物理 规律 不 允许 出 现 闭 合 类 时 曲线 (Hawk- 
ing S W,1992). 然而 同年 年 底 , 北 京师 范 大 学 的 研究 小 组 举 出 了 一 个 反例 ,认为 即 
使 真空 极 化 能 量 在 柯 西 (Cauchy) 视 界 上 是 发 散 的 ,闭合 类 时 线 仍然 有 可 能 存在 ， 
这 表明 霍金 的 时 序 保护 猜想 毕竟 只 是 一 个 猜测 (Li Li-Xin, Xu Jian-Mei, Liu Liao, 
1993). 

经 验 告诉 我 们 ,时间 机 器 或 时 间 隧 道 的 出 现 将 导致 违背 因果 律 . 一 般 认为 因果 
律 是 一 条 普遍 规律 , 它 的 失效 将 动摇 我 们 对 客观 世界 的 认识 标准 . 例如 霍金 曾经 指 
出 ,如 果 时 间 机 器 成 为 现实 ,一 个 小 孩 就 可 以 回 到 过 去 出 生前 杀害 他 的 母亲 ,形成 
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严重 的 逻辑 或 因果 上 的 困难 . 为 此 , 诺 维 可 夫 (Novikov) 又 提出 了 一 个 自治 性 原 
理 : 在 现实 世界 中 ,凡是 局 域 存在 的 物理 规律 的 解 只 能 是 那些 整体 自 洽 的 . 根据 这 
个 原理 ,小 孩 可 以 回 到 过 去 但 不 能 影响 过 去 (Novikov I D, 1992). 

人 们 不 禁 要 问 : 因 果 律 是 绝对 不 可 动摇 的 先 验 规律 吗 ? 从 哲学 上 讲 , 因 果 律 意 
味 着 因 先 于 果 , 同 因 生 同 果 ; 从 物理 上 说 ,对 一 个 系统 完全 的 因果 描述 ,要 求 能 明确 
给 定 系统 的 全 部 初始 条 件 , 否 则 因果 描述 是 不 可 能 的 . 量子 物理 学 告诉 我 们 ,同一 
个 初 态 可 以 产生 不 同 的 末 态 ,这 意味 着 同 因 可 以 生 异 果 . 事实 上 ,不 确定 关系 使 得 
我 们 不 可 能 对 系统 作 拉 普 拉 斯 决定 论 式 的 因果 描述 . 在 这 个 意义 上 ,因果 律 有 可 能 
并 非 自然 界 不 可 怀疑 的 先 验 规律 .有 一 种 可 能 的 新 表述 :因果 律 并 不 要 求 “ 因 ” 先 于 
“ 果 ”, 也 不 要 求 同 * 因 ” 生 同 “ 果 ”, 但 “ 果 ” 绝 不 可 能 影响 “ 因 ”. 

总 之 ,即使 存在 因果 律 方面 的 严重 困难 , 但 至 少 到 目前 为 止 , 现 代 物 理学 并 未 
排除 存在 时 间 机 器 的 可 能 性 . 另 一 方面 ,对 于 时 间 机 器 的 深入 研究 ,有 可 能 帮助 我 
们 和 弄 清 楚 哪 一 些 物理 规律 是 不 容 动 播 的 , 哪 一 些 是 可 以 修改 的 ,甚至 可 能 成 为 新 物 
理学 的 一 个 生长 点 . 
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在 深入 研究 波动 光学 的 基础 上 , 菲 涅 耳 假 设 光 的 传播 需要 一 种 介质 , 它 就 是 
可 以 穿 透 任何 物体 的 所 谓 " 光 以 太 ” 当 有 质 介质 在 以 太 中 运动 时 将 部 分 地 
拖 动 以 太 , 拖 电 系 数 取 决 于 介质 的 折射 率 , 为 a=1— 1/7. 

斯 托 克 斯 认为 菲 涅 耳 将 所 有 介质 对 于 以 太 都 是 透明 的 假设 不 合理 ,提出 介 
质 完全 拖 动 以 太 说 , 即 介质 在 以 太 中 运动 时 将 拖 动 以 太一 起 运动 . 

为 了 鉴别 介质 如 何 拖 动 以 太 , 斐 佐 进 行 了 著名 的 流水 实验 ,在 一 阶 精 度 
OCv/c) 内 与 菲 涅 耳 的 部 分 拖 动 说 相符 . 他 得 到 的 光 在 介质 中 的 运动 速度 公 
式 cs 二 c/n 十 av, 直 到 相对 论 建立 后 才 认 识 到 是 洛 伦 兹 速度 变换 的 一 阶 效应 
(Fizeau H $,1859). 

霍 克 所 进行 的 实验 也 否定 了 完全 拖 动 以 太 假 说 ,但 不 排除 部 分 拖 动 说 . 实验 
表明 在 一 阶 精度 O(w/c) 内 不 可 能 检测 到 地 球 相 对 于 以 太 的 运动 效应 
(Hoek M,1868). 

麦克 斯 韦 在 多 年 研究 的 基础 上 ,综合 法 拉 第 等 的 研究 成 果 , 出 版 了 著名 的 
《电磁 通论 》, 建 立 起 电磁 场 的 基本 方程 组 ,并 预言 电磁 波 的 存在 . 爱 因 斯 坦 
认为 这 是 “物理 学 公理 基础 的 最 伟大 变革 ”. 但 麦克 斯 韦 也 承认 绝对 静止 的 
以 太 是 电磁 波 的 载体 ,建议 在 二 阶 精度 OCw /ce ) 内 检测 地 球 和 以 太 的 相对 
运动 (Maxwell J C,1868,1873). 

迈克 耳 孙 和 莫 雷 在 1881 年 实验 的 基础 上 ,一 起 设计 了 著名 的 迈克 耳 孙 - 莫 
雷 实验 ,以 使 测量 出 地 球 在 以 太 中 的 运动 速度 ,但 在 二 阶 精度 内 得 到 零 结 
果 . 该 实验 设计 精巧 ,后 来 重复 进行 了 十 多 次 ,虽然 精度 不 断 提高 ,结果 仍然 
为 零 (Michelson A A,1881;Michelson A A,Morley E W,1887). 

伏 依 特 在 研究 均匀 介质 中 弹性 波 的 传播 时 ,发 现在 某 种 时 间 、 空 间 坐 标 变换 
下 波 方 程 保 持 不 变 , 这 个 变换 与 洛 伦 兹 变换 式 类 似 但 并 非 一 回 事 (Voigt 
W,1887). 

赫 效 进行 了 一 系列 电磁 实验 ,终于 证 实 麦 克 斯 韦 关 于 电磁 波 的 预言 ,电磁 波 
和 光波 是 同一 的 ,电磁 波 的 传播 速度 即 为 光速 . 他 还 完善 了 麦克 斯 书 电磁 场 
理论 ,得 到 现在 通用 的 麦克 斯 韦 方程 组 (Hertz H, 1892). 

为 了 解释 迈克 耳 孙 - 英 雷 实验 的 零 结果 , 菲 欧 杰 拉 德 在 《以 太 和 地 球 大 气 》 
一 文中 提出 了 长 度 收缩 假设 ,认为 有 质量 的 物体 以 速度 v 通 过 以 太 时 长 
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度 将 发 生变 化 ,收缩 因子 为 y ! 二 V1 一 不 /c ,但 没有 具体 计算 (FitzGerald 
G F,1889). 

1892 洛 伦 兹 在 《麦克 斯 韦 电磁 学 理论 及 其 对 运动 物体 的 应 用 中 试图 建立 电子 
论 , 他 希望 将 电磁 学 的 复杂 情况 简化 为 弥漫 在 以 太 中 的 正 负 电子 (离子 ) 构 
成 的 基本 现象 , 而 绝对 静止 的 以 太 参 考 系 是 一 个 特殊 的 优越 参考 系 
(Lorentz H A,1892). 

1895 洛 伦 效 发 表 ( 论 地 球 的 运动 对 光学 现象 的 影响 》, 在 解释 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实 验 
中 也 提出 长 度 收 缩 假设 ,后 来 人 们 将 其 称 之 为 洛 伦 兹 - 菲 芯 杰 拉 德 收缩 . 在 
长 度 收缩 和 静止 以 太 假 设 的 基础 上 ,得 到 了 洛 伦 兹 变换 的 初步 形式 
(Lorentz H A,1895). 

1900 开尔文 在 20 世纪 之 初 , 作 了 一 篇 重要 演讲 (在 热 和 光 动 力 理论 上 空 的 19 世 
纪 乌 云 ), 提 出 了 当时 笼罩 在 物理 学 领域 的 两 朱 “ 乌 云 ”, 其 中 之 一 就 是 菲 涅 
尔 以 太 假说 的 种 种 矛盾 ,导致 物理 学 面临 深刻 的 危机 . 实际 上 也 预示 了 近代 
物理 学 的 革命 即将 到 来 (Kelvin L,1901). 

拉 英 尔 出 版 的 《以 太 和 物质 》 系 统 讨论 了 以 太 和 物质 的 相互 联系 ,得 到 了 洛 
伦 兹 变换 中 的 时 间 变 换 公 式 ,并 应 用 洛 伦 效 变换 首次 导出 洛 伦 兹 - 非 获 杰 拉 
德 收缩 (Larmor J,1897,1900). 

1902 瑞 利 在 分 析 洛 伦 效 - 菲 芯 杰 拉 德 收缩 后 指出 ,如 果 收 缩 导致 真实 的 密度 变 
化 ,在 以 太 中 运动 的 物体 将 在 二 阶 精度 内 产生 双 折 射 . 然而 ,他 试验 了 几 种 
液体 和 固体 , 均 没 有 发 现 这 一 现象 ,布雷 斯 在 1904 年 的 实验 也 得 到 零 结果 
(Rayleigh L,1902;Brace D B, 1904). 

1902~1903” 阿 伯 拉 罕 试 图 用 麦克 斯 书 的 电动 力学 取代 牛顿 力学 来 作为 物理 学 的 
基础 ,提出 电子 的 电量 是 均匀 分 布 的 不 变量 ,但 电子 的 质量 随 着 在 以 太 中 的 
速度 u 的 增加 而 增 大 ,m 二 a(u)mo ,这 里 的 函数 alw) 不 同 于 相对 论 中 的 因 
F Yue 这 个 观点 可 以 解释 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 ,得 到 了 他 的 同事 考 夫 曼 的 文 
持 (Abraham M,1902,1903). 

1903” 特 鲁 顿 和 诺 伯 尔 认为 地 球 通 过 以 太 时 荷 电 的 电容 器 应 该 显示 不 同 的 行为 ， 
并 设计 出 特 鲁 顿 - 诺 伯 尔 实验 ,但 没有 测 出 地 球 通过 以 太 的 速度 (Trouton F 
T,Noble H R,1903). 

1904 洛 伦 效 发 表 著名 论文 (速度 小 于 光速 运动 系统 中 的 电磁 现象 ,提出 洛 伦 效 
变换 公式 的 最 终 形式 ,证 明 麦 克 斯 书 方程 对 于 该 变换 保持 形式 不 变 . 但 他 对 
该 变换 的 物理 解释 仍然 依赖 于 以 太 假设 ,认为 “地 方 时 间 ?t 只 是 一 种 数学 
辅助 量 , 式 中 的 上 才 是 具有 物理 意义 的 真实 时 间 . 他 还 得 到 电子 质量 与 速度 
的 关系 式 m= Yo 与 阿 但 拉 罕 提出 的 公式 不 同 (Lorentz H A, 1904, 
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1909). 

庞 加 莱 在 著名 的 演讲 《数学 物理 原理 》 中 ,正式 提出 “相对 性 原理 ”的 概念 . 
他 将 洛 伦 兹 提出 的 公式 命名 为 “ 洛 伦 兹 变换 ”, 认 为 该 变换 反映 的 是 参考 系 
在 数学 上 的 等 价 性 , 从 而 说 明 相 对 性 原理 是 正确 的 (Poincaré H, 1904a， 
1904b). 

1905 ” 爱 因 斯 坦 共 发 表 五 篇 具有 重大 影响 的 论文 ,两 篇 是 关于 相对 论 的 . 人 们 将 
1905 年 称 作 < 爱 因 斯 坦 奇迹 年 ” 
具有 划时代 意义 的 《 论 运动 物体 的 电动 力学 ?是 狭义 相对 论 诞 生 的 标志 . 爱 
因 斯 坦 快刀 斩 乱 麻 地 彻底 否定 了 以 太 的 存在 ,提出 两 条 基本 “公设 ”, 即 相对 
性 原理 和 光速 不 变 原理 . 在 文章 的 第 一 部 分 ,根据 两 条 公设 建立 起 狭义 相对 
论 时 空 观 和 运动 学 理论 体系 ,然后 在 第 二 部 分 应 用 新 的 运动 学 结论 ,解决 了 
困惑 物理 学 界 许多 年 的 光学 和 电磁 学 现象 . 爱 因 斯 坦 还 预言 电子 的 质量 随 
速度 变化 ,其 速度 不 可 能 超过 光速 . 虽然 相对 论 某 些 结论 的 数学 形式 与 洛 伦 
BS PEC AA le) ,例如 惯性 系 的 时 空 坐标 变换 ,长 度 收 缩 , 质 量 -速度 关系 等 ,但 
物理 含义 却 大 相 径 庭 ， 

第 二 篇 论文 《物体 的 惯性 是 否 与 它 所 含 的 能 量 有 关 ?》 认 为 物体 的 质量 与 能 
量 是 同一 的 ,提出 了 著名 的 质量 -能 量 关系 式 ,并 预言 可 以 通过 核反应 来 检 
验 这 一 结论 (Einstein A, 1905a,1905b). 

1905~1906 ” 庞 加 莱 在 多 年 研究 的 基础 上 , 发 表 了 两 篇 同名 论文 《 论 电子 的 动力 
学 》, 认 为 应 该 建立 一 个 全 新 的 力学 ,惯性 将 随 速 度 变换 ,光速 不 可 逾越 . 他 
还 将 洛 伦 兹 变换 扩展 为 庞 加 莱 变 换 群 . 但 他 一 直 没 有 摆脱 以 太 的 阴影 
(Poincaré H,1905,1906). 

1906 普 朗 克 发 表 第 一 篇 支持 相对 论 的 论文 ,提出 了 相对 论 动量 与 速度 的 关系 式 

以 及 动量 的 洛 伦 兹 变换 式 . 他 的 肯定 对 相对 论 的 传播 发 挥 了 重大 作用 
(Planck M, 1906). 
考 夫 曼 根据 他 的 8 射线 实验 宣称 ,电子 质量 随 速 度 的 变化 关系 支持 阿 伯 拉 
罕 的 理论 但 与 相对 论 不 符 . 他 的 质疑 没有 被 普遍 接受 ,后 来 的 实验 (例如 
Rogers M M et al. , 1940) 证 明 这 一 结论 有 误 (Kaufmann W, 1901, 1902, 
1906). 

1906~1907 ” 爱 因 斯 坦 发 表 一 系列 评论 文章 ,分 析 了 考 夫 曼 的 B 射线 实验 ,认为 实 
验 结果 有 待 重复 证 实 , 回 复 了 埃 伦 费 斯 特 关 于 刚体 的 疑问 (事实 上 ,在 相对 
论 中 不 存在 经 典 意义 上 的 绝对 刚体 ), 还 讨论 了 横向 多 普 勒 效应 等 问题 
(Einstein A,1906,1907a,1907b). 

1908 ” 爱 因 斯 坦 的 老师 闵可夫 斯 基 作 了 著名 演讲 《空间 与 时 间 兴 发 表 于 1909 年 )， 
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将 三 维 空间 和 一 维 时 间 结 合 为 四 维 闵可夫 斯 基 空 间 , 既 充分 体现 了 相对 论 
的 时 间 和 空间 相互 关联 的 思想 ,又 为 相对 论 提供 了 优美 的 几何 图 像 . 爱 因 斯 
坦 认为 它 “ 大 大 促进 了 相对 论 的 发 展 ”, 成 为 现在 广泛 使 用 的 数学 工具 
(Minkowski H,1909,1915). 

里 效 连 续 发 表 三 篇 论文 ,试图 建立 波源 发 射电 磁 波 的 发 射 理论 ,认为 爱 因 斯 
坦 的 光速 不 变性 应 该 修改 为 真空 中 光 相 对 于 光源 的 速度 才 是 恒 为 c. 由 于 
该 理论 也 可 以 解释 迈克 和 耳 孙 实验 等 一 些 疑 难 问题 ,在 当时 具有 一 定 的 影响 
(Ritz W,1908a,1908b,1908c). 

索 末 菲 对 闵可夫 斯 基 的 工作 进行 了 深入 研究 ,连续 发 表 两 篇 论文 ,分 别论 述 
相对 论 的 四 维 矢量 代数 和 矢量 分 析 (Sommerfeld A,1910a,1910b). 

普 朗 克 的 学 生 劳 龙 是 相对 论 的 坚定 支持 者 ,出 版 了 第 一 部 相对 论 专著 《相对 
性 原理 》, 包 括 他 发 表 的 一 些 研 究 相 对 论 的 文章 ,为 相对 论 的 推广 作出 了 重 
要 贡献 (Laue M,1911). 

明之 万 首先 明确 提出 了 “双生 子 伴 雇 ”问题 . 这 个 问题 爱 因 斯 坦 曾经 在 1905 
年 提 到 过 ,但 一 直 是 相对 论 讨论 的 课题 (Langevin P,1911). 

爱 因 斯 坦 完 成 论文 《相对 论 》( 发 表 于 1915 年 ) ,为 了 前 明 建 立 相 对 论 理论 的 
合理 性 ,对 19 世纪 以 太 假 说 的 兴衰 、 狭 义 相 对 论 的 建立 以 及 相对 论 的 现状 
给 予 了 详细 的 评述 . 此 后 爱 因 斯 坦 主要 致力 于 将 狭义 相对 论 推广 到 广义 相 
对 论 (Einstein A,1915). 

德 西 特 发 表 了 两 篇 论文 ,根据 双星 观测 的 实验 证 据 证 实 光 速 与 光源 的 运动 
无 关 , 符 合 爱 因 斯 坦 的 光速 不 变 假设 ,同时 也 推翻 了 里 兹 的 发 射 理论 . 次 年 ， 
Zurhellen 提供 出 更 精确 的 双星 观测 数据 支持 德 西 特 的 观点 (de Sitter W， 
1913a,1913b;Zurhellen W,1914). 

FRR ARATE MT He BEG FA FB BY SD FR ,正确 地 解释 了 原子 谱 线 的 
精细 能 级 分 裂 现 象 , 同时 也 证 实 了 相对 论 质 量 - 速 度 关 系 的 正确 性 (Som- 
merfeld A,1914,1916). 

居 伊 和 拉 旺 希 所 做 的 实验 推翻 了 考 夫 曼 的 结论 ,证 明 电子 的 相对 论 质量 随 
速度 的 变化 关系 与 相对 论 的 结论 一 致 (Guye C E, Lavanchy C,1915). 

爱 因 斯 坦 完成 著作 《狭义 与 广义 相对 论 浅 说 》 这 是 爱 因 斯 坦 的 代表 作 ,被 翻 
译 成 10 多 种 文字 , 仅 英 译本 在 40 年 中 就 再 版 了 15 次 ,在 世界 各 地 流传 相 
当 广 泛 (Einstein A,1955). 

泡 利 为 德国 《数学 百科 人 全书; 撰写 (4 相对论》 部 分 并 出 版 了 单行 本 ,归纳 整理 
T 1921 年 之 前 所 有 关于 相对 论 的 较 有 价值 的 文献 ,并 根据 上 自己 的 见解 进行 
分 析 评 论 ,是 一 本 名 副 其 实 的 相对 论 百科 全 书 (Pauli W, 1958). 
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爱 因 斯 坦 出 版 了 《相对 论 的 意义 》, 它 是 爱 因 斯 坦 1921 年 在 普林斯顿 大 学 的 
演讲 集 , 在 狭义 相对 论 部 分 着 重 讨 论 了 时 间 和 空间 概念 (Einstein A, 
1922). 

外 尔 在 他 的 《空间 问题 的 数学 分 析 ) 中 ,从 爱 因 斯 坦 的 两 条 基本 原理 出 发 严 
格 推导 了 固有 洛 伦 效 变换 . 外 尔 对 相对 论 的 数学 分 析 比 较 透 彻 ,在 1918 年 
初版 的 《空间 、 时 间 和 物质 已 再 版 多 次 (Weyl H,1918,1923). 

康 普 顿 和 吴 有 训 等 发 现 光子 散射 的 康 普 顿 效 应 ,运用 相对 论 能 量 动量 守恒 
律 可 以 对 该 效应 作出 圆满 解释 (Compton A H,1923). 

德 布 罗 意 将 相对 论 理 论 应 用 于 量子 论 ,在 他 的 博士 论文 中 提出 了 德 布 罗 意 
波 假设 ,并 根据 相对 论 的 时 间 延 缓 效应 ,得 到 相位 不 变性 ,建立 起 量子 理论 
的 波动 力学 (de Broglie L,1924). 

克 莱 因 和 戈 登 根据 相对 论 的 能 量 动量 关系 式 ,提出 了 克 莱 因 - 戈 登 方程 ,后 
经 狄 拉 克 改 造 为 犹 拉 克 方 程 ,成 为 量子 场 论 中 描述 自 旋 为 /2 粒子 的 相对 
论 性 波动 方程 (Klein O,1926;Gordon W,1926;Dirac P A M,1930). 
托马斯 在 研究 电子 自 旋 过 程 中 ,根据 相对 论 运动 学 定理 计算 出 托马斯 进 动 ， 
成 功 地 解决 了 电子 自 旋 理论 与 实验 的 矛盾 (Thomas L T,1926,1927). 

柯 克 罗 夫 特 和 瓦尔 顿 进行 了 快 质子 束 打 在 锂 靶 上 产生 a 核子 的 实验 ,计算 
出 核反应 的 质量 亏损 符合 爱 因 斯 坦 的 质 能 公式 (Cockcroft J D, Walton E T 
S,1932). 

肯尼迪 和 桑 代 克 用 不 等 臂 迈 克 耳 孙 干 涉 仪 做 实验 ,进一步 否定 了 洛 伦 效 的 
收缩 理论 ,支持 爱 因 斯 坦 的 相对 论 (Kennedy R J, Thorndike E M,1932). 
米 勒 利用 太阳 光源 作 迈 克 耳 孙 实 验 ,发 现 有 干涉 条 纹 的 移动 ,并 试图 复活 以 
太 和 否定 相对 论 , 在 当时 引起 过 一 场 争 议 , 但 后 来 的 分 析 (Shankland R S et 
al. ,1955) 表 明 米 勒 的 实验 和 观点 是 错误 的 (Miller D C, 1933). 

爱 因 斯 坦 和 英 费 尔 德 出 版 《物理 学 的 进化 》, “试图 说 明 是 什么 样 的 一 种 动力 
迫使 科学 建立 起 符合 于 客观 实在 的 观念 ”. 它 是 爱 因 斯 坦 杰 出 的 物理 思想 和 
哲学 思想 的 体现 ,在 某 种 程度 上 可 以 将 它 看 成 一 部 自然 哲学 著作 (Einstein 
A, Infeld L, 1938). 

罗 格 等 在 所 进行 的 实验 中 ,通过 测量 B 粒子 的 荷 质 比 ,精确 证 实 了 相对 论 
质量 -速度 关系 式 ,彻底 消除 了 考 夫 曼 的 疑难 . 后 来 的 实验 (Grove D J, Fox 
] G,1953) 在 更 高 精度 内 证 实 了 这 个 关系 (Rogers M M et al. ,1940). 
罗斯 和 霍 耳 首次 进行 了 关子 实验 ,通过 测量 宇宙 射线 上 子 的 半衰期 ,证 实 
了 爱 因 斯 坦 的 时 间 延 缓 效 应 . 这 个 实验 的 精确 度 不 高 ,但 后 来 的 类 似 实验 
(McGowan R W et al. ,1993) 在 很 高 的 精度 内 验证 了 该 效应 (Rossi B, Hall 
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D B,1941). 

在 第 二 次 世界 大 战 即将 结束 时 ,美国 成 功 地 爆炸 了 世界 上 第 一 颗 原 子弹 . 在 
它 的 强大 威力 面前 ,人 们 不 得 不 惊叹 爱 因 斯 坦 的 质量 -能 量 关 系 式 所 显示 的 
巨大 应 用 价值 . 

阿尔 伯 特 。 爱 因 斯 坦 于 4 月 18 日 在 美国 普林斯顿 病逝 ,享年 76 岁 . 他 的 一 
生 为 建立 狭义 相对 论 .广义 相对 论 和 量子 理论 做 出 了 杰出 贡献 ,为 人 类 文明 
提供 了 巨大 财富 ,被 公认 为 世界 上 “最 伟大 的 科学 家 ”和 “最 伟大 的 人 ”! 
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